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4 Folgen, Konvergenz und Reihen

Die Analysis ist neben der Algebra eine wesentliche Teildisziplin der Mathe-
matik. Sie basiert auf einem zentralen Begriff, dem Grenzwert. Im Wesentli-
chen beschaftigt sich die Analysis dabei mit Aussagen Gber konkurrierende
Grenzwertprozesse, die mit vielen Anwendungen in den Naturwissenschaf-
ten, insbesondere in der Physik, zu tun haben. Wir steigen ein mit dem
Grenzwertbegriff firr reelle Zahlenfolgen. Eine Zahlenfolge ist dabei eine
unendliche Sequenz reeller Zahlen, worunter wir, vereinfacht ausgedriickt,
eine unendliche Menge reeller Zahlen verstehen, deren Elemente wir ab-
zahlen, also durchnummerieren, kénnen. Man spricht hierbei von einer
diskreten mathematischen Struktur. Dies kdnnen beispielsweise die Ziffern
(Stellen) einer Dezimalzahl sein oder eine Sequenz von Naherungslosungen
einer Gleichung, die sich schrittweise der exakten Losung immer weiter an-
nahern. Uns interessiert dabei, ob sich bei diesen Zahlenfolgen eine Tendenz
abzeichnet. Ist dies der Fall, so motiviert dies die Definition des Grenz-
wertes. Im néchsten Kapitel werden wir mithilfe des Grenzwertbegriffs fiir
Zahlenfolgen den Grenzwert bei Funktionen einfiihren.

4.1 Reelle Folgen

Unter einer Folge reeller Zahlen verstehen wir eine Sequenz
aus unendlich vielen reellen Zahlen, die beginnend mit einem
Startindex fortlaufend durchnummeriert werden. Derartige Fol-
gen begegnen uns im tiglichen Leben. So konnte beispielsweise
der wochentliche Umsatz einer Firma mit einer Folge dargestellt
werden:

Woche | 1 2 3 - n
Umsatzin € || 12560 11700 10120 --- a,

Ublicherweise wiirde man den Berichtswochenindex # fiir den
entsprechenden Wochenumsatz a, auf maximal 52 Wochen
eines Jahres begrenzen. Es wire aber auch denkbar, den Wo-
chenindex iiber die Jahre hinweg weiterzufiihren. Wir weisen
somit einem Wochenindex n € N einen Umsatz a,, € R zu. So
gilt nach der obigen Tabelle

a; = 12560, a, = 11700, a3 = 10120, ...

Eine Folge weist einer natiirlichen Zahl eine
reelle Zahl zu

Die Stellen a; einer Dezimalzahl z € [0, 10) mit Vorkommateil
ao,
Z=aqp.araas ...,

konnen wir ebenfalls als Folge interpretieren. In diesem Fall
handelt es sich um eine Folge einstelliger natiirlicher Zahlen
ar € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fiir jede Stelle k € Np. In der
Praxis beschrinken wir uns dabei auf eine Darstellung mit ei-
ner endlichen Anzahl an Nachkommastellen, sodass wir in Kauf
nehmen, die Zahl z in vielen Féllen nur ndherungsweise darzu-
stellen. Dies fiihrt dazu, dass wir es dabei mit einer Ziffernfolge
zu tun haben, die ab einer bestimmen Stelle, also nach einem be-
stimmten Index ky € Ny, abbricht, d. h. fiir die also a; = 0 gilt,

sobald k > ky ist. Aus dieser Ziffernfolge konnen wir dann die
Zahl z (bei endlicher Stellenzahl &y evtl. nur ndherungsweise)
rekonstruieren:

So lautet beispielsweise die Zahl & auf sieben Nachkommastel-
len begrenzt:
T A3.1415926.

In dieser Darstellung bricht die Ziffernfolge nach der Stelle kg =
7 ab. Dabei ist

a=3,a1=1,ao=4,a3=1,a4=5,a5=9,
a6:2,a7:6,
k>"17

ay = 0, fiir

und somit
a

10%°

7
TR
k=0
Das Aufsummieren von Werten einer Folge reeller Zahlen ist ein
in der Praxis héufig auftretendes Konzept. So ist es beispiels-
weise sinnvoll, die Wochenumsiitze einer Firma zu kumulieren,
um iiber einen bestimmten Berichtszeitraum, etwa iiber ein Jahr,
den Gesamtumsatz zu bestimmen. Wir werden auf Zahlenfolgen
basierende Summen spiéter als sog. Reihen einfiihren und einer
gesonderten Betrachtung unterziehen. Zunichst definieren wir
den Folgenbegriff einmal exakt.

Definition: Reelle Folge
Eine Abbildung
a, : Ng— R,

nt— a,

heif3t Folge reeller Zahlen oder Folge in R. Jedem n € Ny
wird demnach ein a, € R zugeordnet. Ebenso wird auch
in Verallgemeinerung dieser Definition fiir einen beliebi-
gen Startindex m € Ny die Abbildung
a, :{neNy|n>m} - R,
n— a,
als Folge bezeichnet.

Fiir eine Folge a, existieren mehrere Schreibweisen:

(an)nenN, oderkurz (a,), oder (agp,ai, as,...)
bzw. bei Startindex m
(an)n>m oderkurz (a,), oder (am,dmt1,am+2,--.).

Wenn der Zusammenhang die Erwéhnung des Startindex
nicht explizit erfordert, kann allgemein auch mit (a,),
oder (a,) eine Folge bezeichnet werden.

Einen konkreten Wert a, bezeichnet man als Folgenglied,
die Zahl n als Index (Plural: Indizes).



Beispiele

1. Esseiw € R und a, := w fiir alle n € Nj. Dann stellt
(an)neN, = (W, w, w, ...) eine konstante Folge dar.

2. a, = n fir alle n € Ny, also (@y)neN, =
0,1,2,3,...).
3. a, = %fﬁrn > 1, also (ap)u>1 = (1,%,%,%,...).

Die Folgenglieder werden immer kleiner, erreichen
jedoch nicht die 0. Die Menge der Folgenglieder ist
also durch 0 nach unten beschrinkt, was zugleich ihre
grofite untere Schranke darstellt.

4. a, := (—1)" fiir alle n € Ny. Dies ergibt eine alternie-

rende Folge (a,)nen, = (1,—1,1,-1,...).

5. a, = =& fir n € Ny, also (a,)neN, =

=L =1=

n+1 n+1’
(O, % % %, ‘51, ...). Die Folgenglieder werden stets

grofer, erreichen jedoch nicht die Zahl 1. Die Men-
ge der Folgenglieder ist demnach durch 1 nach oben
beschriankt, wobei dies zugleich die kleinste obere
Schrankze darstellt.

6. a, := 3; fiir alle n € Ny, also

19 1 25 36
832764

02

2 =0

1
(an)neNO = ( s 5,
Die Folgenglieder werden zunéchst groer und fallen
dann wieder.
7. Die mithilfe der beiden Anfangswerte ¢y := 1 und
a; := 1 rekursiv definierte Folge
Ant2 = Apy1 + ap, ne I\IO
heifit Fibonacci-Folge. Sie beschreibt einige Wachs-
tumsprozesse in der Natur. [hre Folgenglieder lauten

(an)}'LENo=(19192’395789137219"')' <

Rekursiv definierte Folgen wie die Fibonacci-Folge benotigen
neben der Rekursionsvorschrift zur Berechnung eines Folgen-
gliedes aus einem oder mehreren Vorgingergliedern auch An-
fangswertvorgaben. Betrachten wir ein einfacheres Beispiel. Die
Rekursionsvorschrift

a, =a,.1 +2n—-3, firn=1,2,3,... “.1)

liefert zusammen mit der Anfangswertvorgabe
ap:=0
die Folgenglieder
(@n)nery, = (0,—1,0,3,8,15,24,...).

Es stellt sich nun die Frage, ob es ein Bildungsgesetz fiir die
Folgenglieder in geschlossener Form gibt, sodass wir das Fol-
genglied @, nur aus dem vorgegebenen Index n € Ny berechnen
konnen. In der Tat gibt es fiir diese Folge ein derartiges Bil-
dungsgesetz. Es gilt ndmlich

a,=n>—2n firneN,. 4.2)

4.1 Reelle Folgen

Wir verifizieren dieses Gesetz einmal fiir die ersten sieben Fol-
genglieder. Wir erhalten

ap=0>—=2.0=0,
ay=1>-2.1=—1,
a,=2"-2.2=0,
a3 =3*-2.3=3,
a;=4*—2.4=38,
as =5 -2.5=15,
ag=6>—2-6=24.

Nun ist dies kein Beweis fiir die allgemeine Giiltigkeit der For-
mel (4.2). Wir haben allerdings die Moglichkeit, diese Formel
auf recht elegante und einfache Art nachzuweisen. Hierzu zei-
gen wir die Formel zunichst fiir einen Anfangsindex durch
Nachrechnen. Dies haben wir mit der obigen Verifikation so-
gar bis zum Index n = 6 schon erledigt. Wenn wir nun fiir den
Folgeindex n = 7 die Formel nachweisen mochten, so kon-
nen wir nun statt des direkten Einsetzens alternativ auch den
Nachweis auf die bereits zuvor gezeigte Formel fiir n = 6
zuriickfiihren. Hierzu bestimmen wir a; zundchst nach der Re-
kursionsvorschrift (4.1) und setzen fiir ag den Term der zuvor
gezeigten Formel ein:

a7(4il)a6+2-7—3

e _2.642.7-3

=6"—-2-64+2-64+2-3
=624+2:-6-2-6—1

=6 +2-64+1-2-6-2
=O6+D)*—2-(6+1)=7"-2-7.

Das Bildungsgesetz (4.2) gilt also auch fiir n = 7. Diesen Nach-
weis konnen wir jetzt in analoger Weise auf n = 8 iibertragen,
um die Giiltigkeit der Formel (4.2) fiir n = 8 basierend auf
der soeben nachgewiesenen Formel (4.2) fiir n = 7 zu bewei-
sen. Es ist nun sinnvoll, dieses Vorgehen zu schematisieren. Mit
dem bereits erfolgten Nachweis der Formel fiir den Anfangsin-
dex n = 0 ist die folgende Aussage wahr:

Es gibt ein n € Ny mit a, = n*> — 2n. 4.3)

Wir zeigen, dass hierauf basierend die entsprechende Aussage
auch fiir den Index n + 1 gilt:

Ap41 (4:l)an+2(n+l)_3

(g)nz—Z-n—i-Z-(n—i-l)—?)
=n’-2-n+2-n+2-3
=’ +2-n—-2-n—1

=’ +2n+1-2-n-2
=m+1)>=2-(n+1).
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4 Folgen, Konvergenz und Reihen

Dies ist ein generischer Beweis, mit dem die Formel (4.2)
nun auch fiir alle » > 1 nachgewiesen werden kann. Dieses
Nachweisprinzip wird als Beweisverfahren durch vollstindige
Induktion bezeichnet. Der Nachweis der Behauptung fiir einen
Anfangswert, hier bereits durch durch den Nachweis der For-
mel fiir n = 0 gegeben, wird als Induktionsanfang bezeichnet.
Dieser Nachweis berechtigt dann zur Formulierung der Indukti-
onsvoraussetzung (4.3). Die Induktionsvoraussetzung ist nicht
die Behauptung! Der entscheidende Unterschied ist, dass die
Behauptung die Formel fiir alle n € Ny qualifiziert, wihrend
in der Induktionsvoraussetzung nur davon die Rede ist, dass es
(mindestens) ein n € Ny gibt, fiir das die Formel giiltig ist.

4.2 Konvergenz, Grenzwerte
und Divergenz

Das Beispiel der Kehrwertfolge (%)nzl zeigt, dass sich fiir ge-
wisse Folgen langfristige Tendenzen abzeichnen. Die Werte
dieser Folge werden immer kleiner, bleiben dabei jedoch po-
sitiv und streben der Zahl 0 zu, ohne sie zu erreichen. Die Folge
(an)nen, der Ziffern zur Dezimaldarstellung der Zahl 7, be-
grenzt auf sieben Nachkommastellen, zeigt in den ersten acht
Folgengliedern keine Tendenz. Danach bricht die Folge in dem
Sinne ab, dass sdamtliche weitere Stellen auf 0 gesetzt sind, dass
also a, = 0 gilt fiir n > 7. Jede nidherungsweise Darstellung
der Zahl 7 mit einer endlichen Anzahl von Dezimalstellen hat
also die Eigenschaft, dass sich langfristig die Zahl O einstellt fiir
die Werte der einzelnen Folgenglieder. Diese Folge hitte damit
ebenfalls die Eigenschaft, dass die Folgenglieder der Zahl 0 zu-
streben. Im Unterschied zur Kehrwertfolge wird die Zahl Null
dabei sogar durch die Folgenglieder angenommen und bleibt
konstant auf diesem Wert. Der Versuch, die Zahl 7z durch unend-
lich viele Dezimalstellen exakt darzustellen, zeigt jedoch, dass
sich keine Tendenz in den Folgengliedern der Ziffernfolge ein-
stellt.

Der Grenzwertbegriff ist ein zentrales Konzept
der Analysis

Wenn das langfristige Verhalten der Werteentwicklung dazu
fiihrt, dass die Folgenglieder auf eine bestimmte reelle Zahl a
zustreben, wird von Konvergenz gesprochen. Dabei ist uner-
heblich, ob dieser Grenzwert a durch einzelne Werte der Folge
angenommen wird, also im Wertebereich der Folge liegt, oder
nicht. Die Konvergenz einer Folge (a,) bedeutet demnach die
Existenz eines Grenzwertes a € R, auf den die Folgenglieder
bei wachsendem Index n zustreben. Wir kommen nicht umhin,
dieses Phinomen mathematisch prizise zu definieren.

Definition: Konvergenz einer reellen Folge

Eine Folge reeller Zahlen (a,),>n, heiit konvergent ge-
gen eine Zahl a € R, falls der Unterschied |a, — a| der

Folgenglieder zum Wert a beliebig klein wird, und zwar
fiir alle Indizes n, die hinreichend groff gewéhlt werden.
Mathematisch exakt wird dieser Sachverhalt wie folgt aus-
gedriickt: Zu jeder (Toleranzschwelle) ¢ > 0 gibt es einen
Index ny € Ny mit
la, —a|l <e furalle n > ny.

Der Wert a wird als Grenzwert der Folge (a,),> bezeich-
net. Hierzu existieren die Schreibweisen

n—o0

lima, =a oder a, — a

n—>00

(gesprochen ,,.Der Limes von (ay),>m ist a* bzw. ,,(ay)n=m
geht gegen a*). Konvergiert eine Folge gegen den Wert
a = 0, so wird sie auch als Nullfolge bezeichnet. Eine
reelle Folge heiflt divergent, wenn sie gegen keine reelle
Zahl konvergiert.

Der Index ng ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt, denn mit
seiner Existenz gibt es unendlich viele Indizes, ab denen die obi-
ge Ungleichung |a, — a| < ¢ gilt. Es wird in dieser Definition
auch nicht verlangt, dass ny der kleinste Index ist, fiir welchen
diese Ungleichung erfiillt sein soll.

Der Begrift der Konvergenz einer reellen Folge kann auch alter-
nativ formuliert werden: Der Abstand |a, — a| ist hochstens fiir
endlich viele Folgenglieder grofler oder gleich einer beliebigen,
zuvor festgelegten positiven Toleranzschwelle ¢ > 0. Das heift,
eine Folge (a,) konvergiert gegen a genau dann, wenn fiir jedes
& > 0 die Menge der Folgenglieder, deren Abstand zu a groBer
oder gleich ¢ ist, eine endliche Menge darstellt:

{an|lan —al > e,n > m}| < oo.

Fiir ¢ > 0 bezeichnet man das offene Intervall (a — ¢, a + ¢) als
e-Umgebung (Epsilon-Umgebung) von a. Mit diesem Begriff
kann die Konvergenz sehr anschaulich und priagnant formuliert
werden: Eine Folge konvergiert genau dann gegen den Wert a €
R, wenn fast alle Folgenglieder innerhalb jeder e-Umgebung
von a liegen, wenn also zu jedem ¢ > 0 ein ny € Ny existiert
mit
a, € (a—¢g,a+¢) firalle n> ng.

Die Ausdrucksweise ,.fast alle* bedeutet dabei ,,mit Ausnahme
hochstens endlich vieler* und wird in dieser oder vergleichbaren
Situationen in der Mathematik oftmals verwendet.

Beispiele reeller Folgen

1. Die konstante Folge a, := 7 fiir alle n € N, konver-
giert trivialerweise gegen 7. Formale Begriindung: Fiir
beliebiges ¢ > O hatman |a, — 7| = |7—7|=0< ¢
sogar fiir alle n € Nj.

2. a, = % fir n > 1. Es gilt nli)rgoa,, = 0, denn fiir

beliebiges & > 0 gilt [a, — O] = |a,| = [1] =" 1 <



4.2 Konvergenz, Grenzwerte und Divergenz

4.1 Mathematischer Hintergrund: Beweisprinzip der vollstiandigen Induktion

Das Verfahren der vollstindigen Induktion stellt eines der
grundlegenden Beweisprinzipien in der diskreten Mathema-
tik dar. Es ist dort anwendbar, wo eine Aussage in Ab-
hingigkeit einer natiirlichen Zahl n steht. Wir zeigen dabei
zunichst, dass die Aussage fiir einen Startindex ng giiltig ist.
Wir wissen dann, dass es ein n € N gibt, fiir das die Aussage
Giiltigkeit besitzt und zeigen dann, dass die Aussage auch fiir
den Folgeindex n + 1 gelten muss. Damit ist die Giiltigkeit
der Aussage fiir alle n > no nachgeweisen. Wir skizzie-
ren das Beweisschema nun formal im Detail. Es sei A (n)
eine Aussage, die abhiingig ist von einem ganzzahligen Pa-
rameter n. Es soll nun die Giiltigkeit dieser Aussage fiir alle
n > ny gezeigt werden. Wir beginnen mit dem Induktionsan-
fang: Hier wird die Aussage A (n) fiir den Startindex n = ny,
den man damit als natiirliche Zahl fest vorgibt, durch Einset-
zen gezeigt. Es wird also die Aussage A (ng) nachgewiesen.
Der Induktionsanfang berechtigt dann zur Formulierung der
Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein ganzzahliges n > ny
fiir das die Aussage A(n) gilt.

Nun erfolgt der eigentliche Beweisprozess, der Induktions-
schritt: Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung wird

gezeigt, dass die Aussage auch fiir den Folgeindex n + 1
giiltig ist. Wir konnen uns diese Vorgehensweise wie das Be-
steigen einer Leiter vorstellen. Wenn wir also wissen, wie
wir von einer Stufe einer Leiter auf die Folgestufe gelan-
gen, und uns im Vorfeld bekannt ist, wie wir auf die erste
Sprosse kommen, dann konnen wir prinzipiell die ganze Lei-
ter erklimmen. Insgesamt folgt so aus der Giiltigkeit der
Aussage A(ng) die Giiltigkeit der Aussagen A(ny + 1),
A(ng + 2), A(nog + 3),..., womit die Aussage A(n) fiir
alle n € {ng,no + 1,n0 + 2, ...} giiltig ist.

In den meisten Fillen liegt die eigentliche Beweisarbeit in
dem Induktionsschritt. Hierbei ist es wichtig, dass eine Situa-
tion erzeugt wird, auf welche die Induktionsvoraussetzung,
also die Giiltigkeit von A(n) fiir ein n > n(y, anwendbar ist.
Der Induktionsanfang, also der Nachweis der Giiltigkeit ei-
ner Behauptung durch Einsetzen eines Startindex ny, ist in
der Regel die leichteste Aufgabe in einem Induktionsbeweis.
Es gibt jedoch auch Beispiele in der Mathematik, wo gera-
de dies der schwerere Teil ist, wiahrend der Induktionsschritt
trivial ist. Dies ist jedoch die Ausnahme.

£ — % < n. Wihlt man also eine natiirliche Zahl

ng > %, so gilt |a, — 0| < ¢ fiir alle n > ny.

3. a, = 2”T+1 fir n > 1, also (a),=1 =
57 2001 . .
(3’5’5"“’W"")‘ Offenbar konvergiert diese

Folge gegen den Wert a = 2, wobei sdamtliche Fol-
genglieder groBer als a sind. Um die Konvergenz zu
zeigen, bildet man auch in diesem Fall die Abstands-
folge

2n+ 1

la, —a| =
n

1 1
—2|=024+--2|=-.
n
Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt nun

1

2n+ 1 ‘ 1
2 <e = —<e <<= n>-.
n &

la,—a| =

Die Argumentation des vorangegangenen Beispiels
wiederholt sich damit an dieser Stelle, und die Kon-

n—o0 . . .
vergenz a, —> 2 ist somit gezeigt.
. n—o0 . .
Da die Konvergenz % —> 0 bereits gezeigt wurde,

kann aber hier auch formal kiirzer argumentiert wer-
den:

2n + 1

n—o0
— 0.

la, —a| =

1 1
—2‘:‘2+——2‘=—
n n

Die folgende Bemerkung verallgemeinert diesen
Sachverhalt. <

Es sei nun (b,), eine Nullfolge reeller Zahlen und (a,), eine
reelle Folge. Gibt es ein a € R derart, dass fast alle Glieder
der Abstandsfolge |a, — a| nicht groBer sind als die Betridge der
Folgenglieder von (b,),, also |a, — a| < |b,| fiir alle n > kg ab

einem ko € Ny, so konvergiert (a,), gegen a.

Merkregel

Lisst sich |a,—a| gegen eine Nullfolge nach oben abschiit-
zen, so konvergiert a, gegen a:

|a, — a| < Nullfolge = a, —> a

Beispiele fiir divergente Folgen

1. a, = n, fir n € Nj. Formale Begriindung: Gébe es
a € R mit
lim a, = a,
n—o0
so gibe es fir e = 1 > 0 ein ny € Ny, sodass fiir
n > ng gilt
la, —al < 1.

Damit gilt fiir alle n > ny

[In—al <1 bzw. —1l<n—a<]l,
woraus insbesondere n < 1+a folgt, was fiirn > 1+4a

allerdings zum Widerspruch fiihrt.
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4 Folgen, Konvergenz und Reihen

2. a, = (—1)", fiir n € Ny. Formale Begriindung: Gibe
es a € R mit

lim a, = a,
n—o0

so gibe es fiire = 1 > 0 ein ny € Ny mit

la, —al <1 firalle n> ny. “4.4)

Es gilt dann fiir n > ny:

2=|=D" =2/ =D -1-1]
=[(=D"(=1-1)|
= |(_1)n+1 — (=D = |an+1 — anl
= |(ant1 — a) + (a — ay)|

<l|ans1 —al+ |a,—a| (Dreiecksungleichung)
S——— S——

<l,wg. (44) <l,wg. (44)
<l+1=2
— 2 < 2. Widerspruch! <

4.3 Beschranktheit und Monotonie

Oftmals ist es von Interesse zu wissen, ob sich die Glieder ei-
ner Folge innerhalb bestimmter Schranken bewegen oder ob sie
jede obere bzw. untere Schranke durchbrechen. Basierend auf
dem Beschrinktheitsbegriff fiir Mengen definieren wir zunichst
einen entsprechenden Begriff fiir Folgen.

Definition: Beschrédnktheit einer Folge

Eine reelle Folge (a,),>», heilit nach oben beschrinkt,
wenn die Menge aller Folgenglieder (Wertemenge)
{a, |n > m} nach oben beschrinkt ist, d. h., wenn es ein
K € R gibt mit a, < K fiir alle n > m.

In analoger Weise nennt man (a,),>, nach unten be-
schrinkt, wenn die Menge aller Folgenglieder nach unten
beschrankt ist, d. h., wenn es ein K € R gibt, mit a, > K
fiir alle n > m.

Die Folge (a,), heifit beschrinkt, wenn sie sowohl nach
oben als auch nach unten beschrinkt ist, d. h. wenn es ein
M > 0 gibt mit |a,| < M fiir alle n > m.

Wir kommen nun zu einem einfachen, aber wichtigen ersten Re-
sultat.

Satz

Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis Konvergiert eine Folge (a,),>m, SO gibt es eine reelle
Zahl a € R sowie ein ny € Ny, sodass fiir alle n > ng gilt:

1> |a,—al > |a,| — la] < la,| <1+ |a].
Damit gilt fiir M = max(1 + |al, |an|, |am+1]s .- - |any=1])

lay,| <M firalle n>m. |

Die Umkehrung des letzten Satzes gilt nicht. Es gibt beschréinkte
Folgen, die nicht konvergieren, wie das Beispiel der alternieren-
den Folge a, = (—1)" zeigt. Die Kontraposition des Satzes kann
sich aber als niitzliches Hilfsmittel erweisen, um die Divergenz
bestimmter Folgen zu zeigen, denn falls eine Folge nicht be-
schrinkt ist, wenn also ihre Folgenglieder iiber jede Schranke
wachsen oder unter jede Schranke fallen, dann kann sie auf-
grund des vorangegangenen Satzes nicht konvergieren.

Wie veridndern sich die Werte a, einer reellen Folge bei stei-
gendem Index n? Wenn mit dem Index n eine wachsende oder
fallende Werteentwickung einhergeht, sprechen wir von mono-
tonen Folgen. Wir definieren diesen Begriff exakt.

Definition: Monotonie einer reellen Folge
Eine Folge (a,),>m in R heifit

monoton wachsend, falls a, < a,1;

streng monoton wachsend, falls a, < a,1;

monoton fallend, falls a, > a,1;

streng monoton fallend, falls a, > a,; fiir alle n > m
gilt.

Fiir den Begriff ,,(streng) monoton wachsend* gibt es auch die
Sprechweise ,,(streng) monoton steigend*“.

Streng wachsende Monotonie zieht wachsende Monotonie nach
sich, streng fallende Monotonie zieht fallende Monotonie nach
sich. Streng monoton wachsende Folgen sind beispielsweise

1. a, =n,n € Ny,
2. a, = n*, n € Ny, wobei der Exponent k > 1 zuvor festgelegt
wird.

Ein negativer Vorfaktor macht aus diesen Folgen hingegen
streng monoton fallende Folgen. Eine konstante Folge a, = w
mit w € R ist sowohl monoton fallend als auch monoton wach-
send. Beispiele fiir nichtmonotone Folgen sind:

I a, =2, neNoda(a),=(011,21,3..)

2. a, =n*—2n,ne Ny, da(a,), =(0,-1,0,3,8,15,24...).

Wie wir gesehen haben, ist die Beschrinktheit einer Folge nicht
hinreichend fiir ihre Konvergenz. In Kombination mit der Mo-
notonie allerdings ergibt die Beschriinktheit die Konvergenz.

Satz: Konvergenz beschrankt-monotoner Folgen

Jede Folge in R, die beschriankt und monoton ist, konver-
giert gegen einen Grenzwert a € R.



Dieser Satz ist eine Konsequenz der Vollstindigkeit der reellen
Zahlen (vgl. Hintergrundbox 4.2). Wir werden allerdings erst
am Ende dieses Kapitels diesen Sachverhalt zeigen.

Bestimmt divergente Folgen wachsen iiber oder
fallen unter jede Schranke

Eine divergente Folge kann also nicht gleichzeitig monoton und
beschrinkt sein. Dies zeigt beispielsweise die alternierende Fol-
ge a, = (—1)", die zwar beschrinkt, aber nicht monoton ist,
bzw. die Folge a, = nf mit k > 1, die zwar monoton, aber nicht
beschrinkt ist.

Definition: Bestimmte Divergenz gegen oo
Eine reelle Folge (a,), heifit bestimmt divergent gegen oo
(bzw. gegen —o0), wenn es zu jeder Schranke K € R ein
no € Ny gibt mit
a, > K (bzw.a, < K) firalle n> ny.
Man schreibt dann
lim a, = o0 (bzw. lim a, = —c0).

n—00 n—00

Folgen, die durch reelle Polynome vom Grad > 1 definiert sind,
stellen Beispiele fiir bestimmt gegen +oo divergierende Folgen
dar.

Wachstumsverhalten von Polynomfolgen

Es sei
p(x) = btk + b L+ bix + by

ein Polynom des Grades k > 1 mit Koeffizienten
bi,...,bp € R und by # 0. Dann ist die durch

a, == pn) = b + b in* ' + -+ bin + by

definierte Folge (a,), bestimmt divergent gegen +o00; ge-
nauer gilt

lim a, = co bei positivem Leitkoeffizienten b, > 0

n—0o0

bzw.

lim a, = —oo bei negativem Leitkoeffizienten b, < 0.

n—>00

Diesen Sachverhalt konnen wir uns sehr leicht klarmachen, in-
dem wir fiir n > 0 die Potenz n* ausklammern:

4.4 Eigenschaften konvergenter Folgen

a, = bknk —i—bk_ln]“1 + -+ bix+ by
=i (bt B 1 ).

Die in der Klammer auftretenden Briiche stellen fiir n — oo
Nullfolgen dar, sodass in Abhingigkeit vom Vorzeichen des
Leitkoeffizienten b die Folge bestimmt divergent gegen oo oder
—oo ist. Wir haben bei dieser Argumentation aber stillschwei-
gend davon Gebrauch gemacht, dass wir das Konvergenzverhal-
ten eines Terms durch Betrachtung des Konvergenzverhaltens
von Termbestandteilen bestimmen konnen. Eine detaillierte Un-
tersuchung des Konvergenzverhaltens von Folgen, die sich aus
mehreren Bestandteilen zusammensetzen, erfolgt erst im néchs-
ten Abschnitt.

Der Satz besagt also, dass Polynomfolgen, die nicht gerade kon-
stant sind, d.h. vom Grad > 1 sind, stets bestimmt gegen F=00
divergieren, wobei das Vorzeichen des Leitkoeffizienten ent-
scheidet, ob lima, = oo oder lima, = —oo vorliegt. So ist
beispielsweise die Folge

a, = 0.00001 - n* — 1000'**n* — 10000'***n — 100000'***?

bestimmt divergent gegen oo, obwohl zu Beginn die Fol-
genglieder negativ sind und zunéchst immer weiter abfallen.
Es gibt hier aber ein n, € Ny, sodass sich der positive
Summand 0.00001 - n* gegeniiber den negativen Summanden
—1000'%9,2 — 10000'%%; — 100000 betragsmiBig durchsetzt,
d.h.

0.00001 - * > 1000'°%%,2 4+ 10000'%°°°; 4+ 100000000

firallen > n,.

Es ist zu erwarten, dass ein derartiges n schon einen ausge-
sprochen groflen Wert annehmen muss.

4.4 Eigenschaften konvergenter
Folgen

Die Definition des Grenzwertes einer konvergenten Folge ergibt
leider kein Verfahren zur konkreten Bestimmung des Grenzwer-
tes. Niitzlich sind daher Regeln, nach denen sich der Grenzwert
einer konvergenten Folge anhand der Grenzwerte von Termbe-
standteilen berechen ldsst.

Konvergente Folgen lassen Rechenregeln
fiir Grenzwerte zu

Satz: Summe konvergenter Folgen

Es seien (a,), sowie (b,), zwei konvergente Folgen in R.
Dann konvergiert auch die Summenfolge (c,), definiert
durch ¢, = a, + b,, und es gilt

lim ¢, = lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.
n—o0o n—o00 n—oo n—oo
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Konvergieren also die zwei Summanden, so konvergiert
die Summenfolge gegen die Summe der Grenzwerte bei-
der Summanden. Mit anderen Worten: Das lim-Symbol
darf in die Summe gezogen werden.

Beweis Es seien

b = lim b,.

a= lim a,,
n—>0o n—o0o

Wir zeigen die Konvergenz der Summenfolge anhand der Defi-

nition. Es sei also ein beliebiges ¢ > 0 vorgegeben. Da beide

Summandenfolgen konvergieren, gibt es n,, n, € Ny mit

|
S5
A

N ™| ™

la, fiir alle n > ng,

|b, — b| < fiir alle n > n,.

Es folgt hiermit

|Cn_(a+b)|: |an+bn_(a+b)|
= |(an — a) + (b, — D)
< |(an — a@)| + |(by — b)|
N— — N———

<5, fiir n>n,

(Dreiecksungl.)

<%,er n>ny

& € .
< -+ =-=¢, fiir n>ny:=max(ng ny),

2 2
also existiert ein ng € No mit |¢, — (a + b)| < & fiir alle n > ny.
Die Summenfolge c, konvergiert also gegen die Summe a + b
der Grenzwerte ihrer Summanden. |

Mit einer dhnlichen Argumentation kann der folgende Satz ge-
zeigt werden.

Satz: Produkt konvergenter Folgen

Es seien (a,), und (b,), konvergente Folgen in R. Dann
konvergiert auch die Produktfolge (c,), definiert durch
cn = ay - by, und es gilt

lim ¢, = lim (a,b,) = lim a, - lim b,.

n—00 n—00 n—00 n—oo
Konvergieren also die zwei Faktoren, so konvergiert die
Produktfolge gegen das Produkt der Grenzwerte beider
Faktoren. Das lim-Symbol darf in das Produkt gezogen
werden.

Der Bewetis sei als Ubung empfohlen. Hinweis: Als konvergente
Folge ist (a,) beschrinkt; es gilt also |a,| < K fiir fast alle n mit
einer Schranke K > 0. Wir konnen dabei K so grof} wihlen, dass
K > |limb,| gilt. Zudem ist mit @ = lima, und b = lim b, die
Zerlegung

|a,b, — ab| = |a,b, — a,b + a,b — ab|

hilfreich. Durch geschicktes Ausklammern und Anwenden der
Dreiecksungleichung kann dann gezeigt werden, dass fiir ¢ > 0
die Ungleichung |a,b, — ab| < ¢ fiir fast alle n gilt.

Folgerung
Fiir zwei konvergente reelle Folgen (a,), und (b,), und jede
beliebige Konstante A € R gilt:

1. Die Folge (Aa,), ist konvergent mit lim Aa, = A lim a,.
n—o0 n—o0
Ein konstanter Faktor kann also vor das lim-Symbol gezogen
werden.
2. Die Folge (a, — b,), ist konvergent mit lim (a, — b,) =
n—oo

lim a, — lim b,. <
n—o00 n—o00

Die erste Aussage folgt aus dem Satz iiber das Produkt kon-
vergenter Folgen, denn ein konstanter Faktor A € R kann als
konstante Folge b, = A betrachtet werden. Die zweite Aussage
folgt aus der ersten Aussage mit A = —1 und dem Satz iiber die
Summe konvergenter Folgen, da a, — b, = a,, + (—1 - b,).

Das Produkt konvergenter Folgen ist wieder konvergent, al-
lerdings braucht eine konvergente Folge, die ein Produkt von
Folgen ist, keine konvergenten Faktoren zu haben. Beispielswei-

se ist die Folge
1 1
n-— — —
n2 n>1 n n>1

eine Nullfolge. Von den beiden Faktoren n und nlz konvergiert
aber die erste Faktorfolge (n),>; nicht, dafiir aber der zweite
Faktor (n%)nzl umso schneller gegen 0.

Die Sitze iiber die Summe bzw. das Produkt konvergenter Fol-
gen und die Moglichkeit des Herausziehens eines konstanten
reellen Faktors vor das lim-Symbol bei einer konvergenten Fol-
ge konnen formal auch wie folgt ausgedriickt werden: Die
Menge aller konvergenten Folgen ist bzgl. der gliedweisen
Addition bzw. gliedweisen Multiplikation abgeschlossen, d.h.,
Summe und Produkt konvergenter Folgen sind ihrerseits wieder
konvergente Folgen.

Die Betrachtung des Kehrwertes einer Folge bedarf etwas gro-
Berer Aufmerksamkeit.

Satz: Kehrwert einer konvergenten Nichtnullfolge

Es sei (a,), eine konvergente Folge reeller Zahlen, deren
Grenzwert nicht verschwindet, d.h. lim a, # 0. Dann

n—0o0

gibt es einen Index ny € Ny, sodass die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind.

1. Es ist a, # O fiir alle n > ny. Wir sagen dann,
,.fast alle* Folgenglieder sind ungleich 0, bzw. es ,,ver-
schwinden hochstens endlich viele® Folgenglieder von
(@n)n-

2. Die Kehrwertfolge ( i)"inﬂ konvergiert mit

. 1
lim — = —
n—00 @, lim a,

n—0oQ0



Das lim-Symbol darf also in den Nenner gezogen wer-
den, oder — anders ausgedriickt — Grenzwertbildung
und Kehrwertbildung von a, sind miteinander ver-
tauschbar.

- . . . n—o0 . .
Beweis Daeseina € R gibt mit (a,), — a # 0, existiert
fir e = |a|] > 0ein ny € Ny mit |a, — a| < ¢ = |a] fiir alle
n > ng, anders formuliert

—la| < a,—a < |a| firalle n> ng,

also
a—|al <a, <lal+a firalle n> nop.

Ista > 0, so folgt aus der linken Ungleichunga—|a| = a—a =
0 < a,, dass a, > 0 ist fiir alle n > ny. Fiir negatives a < 0
folgt aus der rechten Ungleichung a, < |a| +a =—-a+a =0,
dass a, < 0 ist fiir alle n > ng. In jedem Fall ist a, # O fiir
alle n > ny, sodass die Kehrwertfolge (é)nzno definiert ist. Die

Folge a,-a konvergiert nach der letzten Folgerung gegen a® > 0.
Fiir fast alle n gilt damit nach analoger Argumentation a,a > 0.
Mit ¢ < a2 gilt sogar fiir fast alle n die Ungleichung a,a >
a* —e > 0, denn es ist |a,a — a®| < e baw. —¢ < aya —a*> < ¢
fiir fast alle n > ng, woraus insbesondere a?> — ¢ < a,a folgt.
Daher gibt es ein K > 0 mit a,a > K > 0 fiir fast alle n > ny.

In dieser Situation gilt nun

1 1

a, a

a—a,

= la, —al—

a-a,

d.h., aL — é| ist nach oben fiir fast alle n > ny durch eine
1
[ |

Nullfolge begrenzt, a]—n konvergiert also gegen % = fma-
Ist eine Folge (a,), bestimmt divergent gegen +00, so konver-
giert die ab einem Index ng mit a,, # 0 definierte Kehrwertfolge
(%)nznn gegen 0.

Wihrend der Kehrwert einer bestimmt gegen F-oo divergieren-
den Folge eine Nullfolge definiert, braucht der Kehrwert einer
Nullfolge aber nicht bestimmt gegen co oder —oo zu divergie-
ren, wie an der Folge a, = (—1)" 1 fiirn > 1 zu erkennen ist.

Kombiniert man den Satz iiber das Produkt konvergenter Folgen
mit dem Satz tiber den Kehrwert einer konvergenten Nichtnull-
folge, so kann man etwas allgemeiner formulieren:

Satz: Quotient konvergenter Folgen

Es seien (a,), und (b,), konvergente Folgen, wobei der
Grenzwert von (b,,), nicht verschwindet, d. h. lim b,, # 0.
Dann gibt es einen Index ny € R, sodass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind.

1. Esist b, # 0 fiir alle n > ny.
2. Die Quotientenfolge (3*),>o konvergiert, und ihr
Grenzwert ist der Quotient der Einzelgrenzwerte:

lim a,
. n n—o0
lim — = — .
n—oo b, lim b,
n—o0

4.4 Eigenschaften konvergenter Folgen

Die letzten Sitze liefern im Prinzip Aussagen iiber die Ver-
tauschbarkeit von Grenzwertprozessen mit elementaren arith-
metischen Operationen. Diese Sachverhalte mogen zwar wie
Selbstverstindlichkeiten erscheinen, dennoch gibt es Situatio-
nen, in denen Grenzwertprozesse nicht mit bestimmten mathe-
matischen Operationen vertauscht werden diirfen. Wir werden
spiter sehen, dass der Stetigkeitsbegriff bei Funktionen exakt
auf dieser Vertauschbarkeit beruht bzw. diese zum Inhalt hat.
Ebenfalls selbstverstidndlich mutet der folgende Sachverhalt an:

Satz: Schwache Monotonie des Grenzwertes

Es seien (a,), und (b,), konvergente Folgen in R mit a, <
b, fiir n > nyg, also fiir fast alle n € Ny. Dann darf auf
beiden Seiten dieser Ungleichung das lim-Symbol gesetzt
werden, d.h., es gilt lim a, < lim b,. Die Grenzwerte

n—oo n—00

unterliegen damit ebenfalls dieser Ungleichung.

Beweis Nimmtman an, dass fiir die Grenzwerte nicht die Un-
gleichung erfiillt ist, also lim a,, > lim b,,, dann gibt es aufgrund
der Konvergenz von (a,), und (b,), fir e = lima, —limb,, > 0
zwei Indizes n,, n;, € Ny mit

_ lima, —limb,
N 2
_ lima, —limb,
N 2

la, —lima,| < fir alle n > ng,

|b, — limb,| < fiir alle n > n,.

N ™ N ™

Insbesondere folgt:

. € limb, —lima,
a, —lima, > —= = —

. £ lima, —lim b,
b,—limb, < - = ———
2 2

fiir alle n > n,,
fiir alle n > ny,.

Hieraus ergibt sich

limb, + lima,

ay, > ———
2

lima, + limb,

i< =5

fiir alle n > n,,
fiir alle n > ny,.

Verketten wir diese Ungleichungen, so folgt fiir alle n >
max(ng, np):
limb, + lima,
ap > ————————— > by,
2
was im Widerspruch zur Voraussetzung a, < b, fiir fast alle

n € Ny steht. [ |

SchlieBlich sei noch warnend auf einen moglichen Fehlschluss
hingewiesen: Wird fiir die Folgenglieder die strenge Unglei-
chung a, < b, fiir fast alle n € Ny vorausgesetzt, so braucht
die strenge Ungleichung nicht auch fiir die Grenzwerte zu gel-
ten, sondern allenfalls lim @, < lim b,,, wie das einfache Beispiel
a,=0,b, = % fiir n > 1 bereits zeigt.

Achtung Sind (a,), und (b,), konvergente Folgen in R, so
folgt aus der strengen Ungleichung a, < b, nach Grenziiber-
gang n — oo nur die schwache Ungleichung fiir die beiden
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Grenzwerte
lim b,,. <

a, < b, = lim q, <
n—o0 n—o0

Zum Abschluss dieses Abschnitts werfen wir einen Blick auf
das Konvergenzverhalten rationaler Folgen. Ein rationaler Term
ist ein Quotient zweier Polynome der Art

bknk + bkflnk_l + -+ by
a, = ,
et + et 4o 4 ¢

wobei k der Zihlergrad und / der Nennergrad von a, sei, d.h.
by # 0 # ¢;. Es gilt nun

+oo, falls k> (Zihlergrad > Nennergrad),

lim a, = 0, falls k <! (Zihlergrad < Nennergrad),
n—o0

%, falls k=1 (Zihlergrad = Nennergrad).

Sind also Zihler und Nenner gleichgradig, so ist der Grenzwert
fiir n — oo von a, das Verhiltnis der Leitkoeffizienten by /c;.
So ist beispielsweise

1+ 14n* — 120  —12

m ———— = —— = -3,
n—oo  n(4n?+17) 4
Dagegen ist
. 141402 — 1203
lim —————— =0
n—oo  n2(4n% +17)

und
1+ 14n* — 121*

n(dn? +17) -

n—>0o

4.5 Differenzenfolgen

Wie konnen wir fiir die Verdnderung der Folgenglieder bei
steigendem Index ein geeignetes Wachstums- bzw. Gefillemal
definieren? Der Vergleich zweier benachbarter Folgenglieder S,
und S,_; anhand ihrer Differenz fiihrt zu einer sinnvollen Defi-
nition fiir ein derartiges Wachstumsmalf.

Definition: Differenzenfolge eine reellen Folge

Es sei (S,)qen, eine reelle Folge. Fiir n > 1 wird als Dif-
ferenzenfolge von (S,) die Folge

diffn(Sn)nENU = (Sn — Snfl)nzl

definiert. Sie stellt die Folge der Unterschiede zweier auf-
einanderfolgender Werte der Folge (S,,) dar und beschreibt
somit eine Art Wachstumsmab fiir (S,,).

Die Differenzenfolge ist daher eine neue Folge, die allerdings
im Unterschied zu (S,),en, erst ab dem Index n = 1 definiert
ist.

Beispiele

1. S, = n fiir n € Ny, dann ist die Differenzenfolge
diff,,(S,) = (n — (n— 1)),=1 = (1),> eine konstante
Folge.

2. S, = n? fiir n € Ny. Die Definition ergibt fiir die
Differenzenfolge
diff, (S,) = (2 = (1 = 1))z

=@ — (=214 D))uz1 = 2n— Dpz1.
3. S, = n® fir n € Ny. Die Definition ergibt fiir die
Differenzenfolge
diff, (S,) = (2 = (1 = 1))z
= (= (" =30 +3n— 1))
=@Bn*=3n+ 1),1.

4. Allgemein: Es sei k € Ny ein Exponent fiir S, = n*
mit n € Ny. Fiir die Differenzenfolge ergibt sich unter
Anwendung des binomischen Lehrsatzes

diff, (S,) = (7 — (1 — 1)),

“(k

j=0

n>1

L
= |nf- Z(j)nj-(—l)k_j+nk

J= n>1

k—1
~ (- (’f)m I
J / n>1
k
— knk—l_ ( )l’lk_2 I 600 = (—l)k) .
( k—2 n>1

Die Bildung der Differenzenfolge der Potenzfolge n*
zieht also insbesondere die Erniedrigung des Expo-
nenten k auf k — 1 im Ergebnispolynom nach sich.

5. 8, = nlj fiir n € Ny. Es ergibt sich die Differenzen-
folge

1 1 1
diff,(S,) = —-—-|) =(——— . <«
) ("+1 n)nzl ( ”2+”)n31

Il
<)

Sinn und Anwendung der Differenzenfolgen ergeben sich aus
dem Hauptsatz iiber die Summe einer Differenzenfolge.

Hauptsatz iiber die Summe einer Differenzenfolge

Es sei (S,)nen, eine Folge in R. Dann gilt fiir N € Ny:

N
D (difty (S))i = Sy — So-
k=1



Hierbei miissen wir die Reihenfolge beachten: Zuerst wird
aus (S,) die Differenzenfolge diff,(S,) gebildet. Danach
wird diese Differenzenfolge fiir n = k ausgewertet, indem
n = k eingesetzt wird: (diff,(S,))x := Sk — Si—1-

Beweis Die Aussage ergibt sich direkt aus der Definition der
Differenzenfolge, da sich bis auf zwei Werte alle Summanden
gegenseitig autheben. Eine derartige Summe wird gelegentlich
als Teleskopsumme bezeichnet:

N
> (dift, (S,)

k=1

=81—=So+ 8% —=S8 +-+Sv-1—Sv—2+ Sy — Sn-1

= —Sp + Sn. u
Wendet man den Hauptsatz auf bestimmte Folgen an, so ergeben
sich geschlossene Terme fiir bestimmte Summen. Die folgenden
beiden Beispiele illustrieren dies:

Beispiel

1. Essei$, = "™ fiirn € Ny. Dann gilt fiir die Diffe-
renzenfolge von (S,):

(diffy (5,)) = (%(n(n + D)= 1)n))

1
= (—(n2 +n—n®+ n))
2 n>1

= (n)nzl'

n>1

Zusammen mit dem Hauptsatz ergibt sich

N(N + 1)

-0
2

N N
> (it (S =D k= Sy —So =

k=1 k=1

und damit eine geschlossene Formel fiir die Summe
der ersten n Zahlen:

Zk

N(N +1)

2. Essei S, = _l‘iH fiir n € Ny und einem ¢ € R mit
q # 1. Fiir die Differenzenfolge von S, gilt nun

(dift, (S,)) = (ﬁ(l - q")))

= (%(q” —q"“))
—q n>1

~ (7= ¢-0-0)
—q n>1

= (qn)nzl .

n>1

4.5 Differenzenfolgen

Zusammen mit dem Hauptsatz ergibt sich

A
Z(dlff(S,,))k = ZCI = Sy—S0 = T_E
k=1 k=1
Damit folgt
N
k_l_qN+l _1—qN+1 0
= l—gq l—gq

Addiert man auf beiden Seiten ¢°, so ergibt dies die
Summenformel fiir die N-te Partialsumme der geome-
trischen Reihe, die wir im folgenden Abschnitt néher
untersuchen werden:

Die Differenzenfolge stellt ein Wachstumsmal fiir die zugrun-
degelegte Folge dar.

Satz

1. Eine Folge (S,)qcn, ist monoton wachsend (bzw. fal-
lend) genau dann, wenn

(diff,, (Sn))n = 0 (bzw. (diff,(S,)), < 0)
fir allen > 1.
2. Eine Folge (S,)neN, ist streng monoton wachsend
(bzw. fallend) genau dann, wenn

(diff, () > 0 (bzw. (diff,(S,))n < 0)

fir allen > 1.

Beispiel
Die Folge S, = nlj fiir n € Ny ist streng monoton fal-
lend, da
1 1
diff,(S,) = | —— — -
1 n( n) (I’l—l—l n)nzl
. (n —(n+ 1)) _ ( 1 )
nn+1) /o nn+1)/,5
eine Folge negativer Werte ist. <

Wenn wir die Differenzialrechnung (Kap. 6) und insbesonde-
re die Integralrechnung (Kap. 7) behandeln, werden wir mit
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der Ableitung einer Funktion eine mit der Differenzenfolge
vergleichbare Struktur fiir Funktionen behandeln. Der letzte
Hauptsatz iiber die Summe von Differenzenfolgen stellt dann
einen formalen Vorldufer des Hauptsatzes der Differenzial- und
Integralrechnung dar.

4.6 Reihen

Wenn wir die Glieder einer Folge (a,) kumulieren, also aufsum-
mieren, so erhalten wir eine neue Folge. Wo ist eine derartige
Summierung sinnvoll? Wir betrachten dazu das folgende Moti-
vationsbeispiel: In einer Tabelle sei der Kraftstoffverbrauch a,
einer Verbrennungsmaschine in jeder Betriebsstunde n > 1 ver-
zeichnet:

n]1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 30 50 60 70 50 60 90 80

An

Wir kénnen diese Verbrauchstabelle auch als Folge auffassen,
indem der Index n > 1 die Betriebsstunde und der entsprechen-
de Wert des Folgengliedes a, den jeweiligen Stundenverbrauch
reprasentiert. Zur Visualisierung werden die Verbrauchsdaten in
einem Séulendiagramm (Abb. 4.1) grafisch dargestellt.

Wenn wir uns fiir die Fragestellung interessieren, welchen Wert
der Gesamtverbrauch von der ersten Betriebsstunde bis zur
Stunde n erreicht hat, so sind die einzelnen Werte der Ver-
brauchsdatenfolge aufzusummieren:

S,,:al—{—az—l—n-—l—an:Zak.
k=1

Dem Wert S, entspricht dann die Summe aller Sdulenlédngen des
Diagramms bis einschlieBlich zur Betriebsstunde n. Wir konnen
daher im Sdulendiagramm S, auch als die Fliche interpretieren,
die bis zur Betriebsstunde n durch alle Sédulen eingenommen
wird.

904
80
70+
60
504
404
304
20

Verbrauch a,,

»
»

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Betriebsstunde n

Abb. 4.1 Siulendiagramm zur Darstellung der Verbrauchsdatenfolge

Die Summation iiber die Glieder einer Folge
ergibt eine Reihe

Wir formalisieren nun unsere Uberlegungen und definieren die
auf einer Summandenfolge basiernde Folge der Partialsummen.

Definition: Partialsummenfolge und unendliche Reihe

Es sei (a,),>m eine Folge in R. Die Folge (S,),>m, defi-
niert durch

n
S, = E ay, fir n>m,
k=m

heif3t Folge der Partialsummen. Man bezeichnet die Folge
[0

(S,)n=m unabhingig davon, ob sie konvergiert, mit Y a;

k=m
und nennt diese Folge auch unendliche Reihe oder schlicht
Reihe.

Falls (S,).>m konvergiert, so bezeichnet

o0 n

E a, ;= lim §, = lim E ay
n—oo n—o00

k=m k=m

ihren Grenzwert.

Wenn aus dem Kontext klar hervorgeht, bei welchem Startindex
m die Reihe beginnt, schreibt man gelegentlich auch abkiirzend
> ay fiir die jeweilige Reihe.

Jede Dezimalzahl kann als Beispiel fiir eine unendliche Reihe
betrachtet werden.

Dezimaldarstellung als Reihengrenzwert

Eine Dezimalzahl in der Schreibweise x =
ap.ayapaz ... € R kann als Reihengrenzwert auf-
gefasst werden. Hierbei ist zundchst (ax)reny, eine
Folge reeller Zahlen mit ap € Z als Vorkommateil und
Nachkommastellen a; € {0, 1,...,9} fir & > 1. Damit
ist

(o]
3= Zak 107K
k=0

1 1 1
=apt+ai-q5+ax 55 a3 e T

der Grenzwert der Reihe iiber die Folge (ay - 107%)eny, -
Sollte x & Q sein, so wird einerseits die Ziffernfolge nicht
abbrechen, also a; # O fiir unendliche viele k € N sein,
und andererseits auch kein periodisches Muster aufwei-
sen. Es besteht aber die Moglichkeit, x beliebig genau



rational zu approximieren, indem wir x durch eine geeig-
nete Partialsumme

N
X~ Zak o 1O
k=0

1 1 1
=ao+ai-q5+ta g5 a3 e -

+(lN'10LN€Q

mit hinreichend grolem N € Ny annéhern. <

4.7 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Unter welchen Voraussetzungen konvergiert nun eine Reihe?
Kann eine unendliche Summe von nicht verschwindenden Fol-
gengliedern gleichen Vorzeichens iiberhaupt konvergieren, oder
wichst bzw. fillt eine derartige Reihe iiber bzw. unter alle
Schranken? Wir betrachten als Beispiel zunichst eine Reihe, die
in der Analysis von grundlegender Bedeutung ist.

Definition: Geometrische Reihe

Die iiber eine Exponentialfolge a, = x" mit einer Kon-
stanten x € R definierte geometrische Reihe

o0
Do =l4x+ 40+
k=0

konvergiert fiir |x| < 1, und es gilt

00
D =
k=0

1
1—x

4.5)
o0

Fiir x| > 1 divergiert > x*.
k=0

Die Konvergenzbedingung |x| < 1 und der Grenzwert dieser
Reihe resultieren aus der Partialsummendarstellung der geome-
trischen Reihe. Eine néhere Betrachtung verdient der Ausdruck
x¥ der Summandenfolge dieser Reihe. Fiir alle x # 0 ist die Po-
tenz x° = 1. Wie gehen wir aber mit der Situation x° fiir x = 0
um? Viele Taschenrechner geben eine Fehlermeldung aus bei
dem Versuch, 0° zu berechnen. Da aber |0| < 1 ist, konvergiert
nach (4.5) die geometrische Reihe fiir x = 0 mit

o0
1
ZOk == m == 1
k=0 -
oder, ausgeschrieben,
0°4+0'+0°+0°+...=1.
—_—

=0
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ZweckmiBig ist es daher, ein fiir alle Mal

00:=1
Zu setzen.

Die Summandenfolge einer konvergenten Reihe
ist stets eine Nullfolge

Wir konnen also eine konvergente Reihe konstruieren, deren

zugrundegelegte Summandenfolge nur positive Werte aufweist. -
Beispielsweise konvergiert die geometrische Reihe fiir x = %: E
o] k o] I_
1 1 I 1 1 1 1
—_ = _—= 1 —_ —_ —_ _ IR = 2.
Z(z) sz HP R R 1-1
k=0 k=0 2

Trotz der Tatsache, dass unendlich viele positive Werte aufad-
diert werden, wichst also die Partialsummenfolge nicht iiber den
Wert 2, da

n 1\n+1
1 1-@G)
:£:2_L<2

Si=Y 5 - 1

=0

fiir alle n € Ny. Wir sehen aber, dass die Summandenfolge 1/2"
eine Nullfolge ist. Dies ist in der Tat eine notwendige Bedingung
fiir die Konvergenz einer Reihe.

Satz: Notwendige Konvergenzbedingung fiir Reihen

Es sei (a,),>m eine Summandenfolge. Konvergiert die

Reihe
o0
E a,
k=m

so muss es sich bei (a,),>, um eine Nullfolge handeln.
Anders formuliert: Ist (a,),>, keine Nullfolge, so kann
die o. g. Reihe nicht konvergieren.

Beweis Vorausgesetzt wird nun eine konvergente Reihe mit
Grenzwert s:
o]
s = Z ay.
k=m

Wir zeigen die Konvergenz der Summandenfolge (a,),>» gegen
0. Wir geben dazu ein beliebiges ¢ > 0 vor und zeigen, dass
|a,| < e fiir n hinreichende groBe n gilt. Fiir n > m ist

n+1 n

D= a
k=m k=m

n+1 n

Sa-sri-Ya
k=m k=m

n+l n
E ay — S s — E 2773
k=m k=m

Fiir die letzte Abschitzung haben wir von der Dreiecksunglei-
chung Gebrauch gemacht. Nun schitzen wir beide Betrdge nach

lan1| =

_|_

=
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oben ab. Da nach Voraussetzung
n
s = lim Zak,
n—o0
k=m
gibt es ein ny € Ny mit

£
< 7 fir n > ng.

n
s — E 2774
k=m

Dan + 1 > n > ny, folgt hieraus insbesondere

n+1 e
E ai,—s§ <§ fir n > ng.
k=m

Insgesamt folgt daher fiir n > ng:

n+1

& &
lan1] < Zak—s+ <5;t5;=e
k=m

n
s — E 2774
k=m

Es gilt daher
lim a, = 0. |

n—o0
Damit also eine Reihe konvergiert, muss die Summandenfolge
nicht nur konvergieren, sondern auch den Grenzwert 0 besitzen.
Dabher sind die folgenden Reihen nicht konvergent:

o0
kel _ TS
1. kgl - oo,dennnhﬁlgo ! 1#0.
o0
2. Y k=o0,denna, =n— oo.

k

Il
=}

Die Nullfolgeneigenschaft der Summandenfolge ist zwar not-
wendig, aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz der entspre-
chenden Reihe. Dies zeigt das Beispiel der harmonischen Reihe.

Definition: Harmonische Reihe

Die harmonische Reihe ist bestimmt divergent gegen co:

= Q.

=

2

o0
k=1
Der Divergenznachweis fiir diese Reihe nutzt das spiter vorge-

stellte Minorantenkriterium und sei als Ubungsaufgabe empfoh-
len.

Bislang steht uns nur ein notwendiges Konvergenzkriterium und
damit ein hinreichendes Divergenzkriterium zur Verfiigung. Wir
diskutieren nun hinreichende Konvergenzkriterien.

Satz: Notwendige und hinreichende Konvergenzbedin-
gung fiir Reihen

Es sei (a,),=m eine Folge in R, deren Folgenglieder nicht-
negativ sind: a, > O fiir alle n > m. Die entsprechende
unendliche Reihe

ist genau dann konvergent, wenn die Partialsummenfolge

n
Sn = Zak
k=m

beschrinkt ist.

Beweis Da eine konvergente Folge notwendigerweise be-
schrinkt ist, ist nur die umgekehrte Implikationsrichtung zu
zeigen. Es sei also S, beschrinkt. Da alle Summanden nicht-
negativ sind, also a, > 0 gilt, ist die Partialsummenfolge
monoton wachsend. Eine monotone und beschrinkte Folge kon-
vergiert. |

Die Konvergenz bzw. die Divergenz einer Reihe &dndert sich
nicht, falls endlich viele Summanden fortgelassen werden. Ins-
besondere ist es fiir diese Fragestellung unerheblich, bei wel-
chem Index die Reihe startet. In vielen Fillen ist es sogar
sinnvoll, statt der kompletten Reihe eine verkiirzte Reihe zu
betrachten, bei welcher Konvergenzfragen u. U. leichter zu be-
antworten sind. Im Fall der Konvergenz einer Reihe éndert sich
bei Verkiirzung nur der Grenzwert um die Summe der fehlenden
Summanden.

Eine Reihe konvergiert definitionsgeméll genau dann, wenn
ihre Partialsummenfolge konvergiert. So ergeben Konvergenz-
kriterien fiir Folgen auch Konvergenzkriterien fiir Reihen. Bei-
spielsweise konnen zwei konvergente Reihen mit identischem
Startindex gliedweise addiert werden. Wir erhalten eine kon-
vergente Summenreihe, deren Grenzwert aus der Summe der
Grenzwerte der beiden Einzelreihen besteht. Sind also

(o] (o]
E a, E by
k=m k=m
zwei konvergente Reihen, so ist

D (ax+by)
k=m

ebenfalls konvergent, und es gilt fiir den Grenzwert

00 00 00
Z(ak + b)) = Zak + Zbk.
k=m k=m k=m



Konstante Faktoren konnen aus einer konvergenten Reihe aus-
geklammert werden. Fiir jede konvergente Reihe

e}

>a

gilt
(o] o0
> (Aa) =AY a firalle AeR.

k=m k=m

Nicht alle Rechenregeln, die wir von endlichen Summen ken-
nen, lassen sich auch auf konvergente Reihen iibertragen. So
konnen wir beispielsweise nicht ohne zusétzliche Voraussetzun-
gen die Summanden einer konvergenten Reihe umsortieren in
der Erwartung, dass sich das Konvergenzverhalten dabei nicht
andert.

Gelegentlich kénnen wir die Summandenfolge einer Reihe nach
oben oder nach unten betragsméBig abschitzen. Hierdurch er-
gibt sich ein Konvergenz- bzw. ein Divergenzkriterium.

Satz: Majorantenkriterium

o0
Es sei ) by eine konvergente Reihe mit nichtnegativer
k=m
Summandenfolge by > 0. Ist (a,),=, eine Folge mit |a,| <
b, fiir fast alle n > max(m, p), so konvergieren auch die
Reihen

o0 o0
Z |ax] und Z a.
k=p k=p

o0
In dieser Situation nennt man die Reihe ) by eine kon-
k=m

o0
vergente Majorante von Y .
k=p

Fiir die Reihe ) by wird in diesem Kriterium vorausgesetzt,
dass sdmtliche Summanden by nichtnegativ sind. Die Anwend-
barkeit des Majorantenkriteriums wird durch diese Forderung
nicht eingeschrinkt, wenn bei einer konvergenten Reihe ) by
endlich viele Summanden diese Bedingung nicht erfiillen. Man
betrachte in solchen Situationen einfach eine entsprechend ver-
kiirzte Reihe. Der Konvergenz tut das keinen Abbruch. Die
Konvergenz von Y |ai| ist leicht zu begriinden: Es sei ny >
max(m, p). Die Partialsummenfolge

n
>l
k=ng
ist beschrinkt, denn sie ldsst sich nach oben durch

Xn: lax| < Xn:bk bkizo ibk

k=ng k=ng k=ng

4.7 Konvergenzkriterien fur Reihen

abschitzen. Da die Folge der Summanden |ay| nichtnegativ ist,
konvergiert nach dem letzten Satz die Reihe ) |ax|. Am Ende
dieses Kapitels werden wir das Vollstindigkeitsaxiom als pri-
gende Figenschaft der reellen Zahlen kennenlernen. Eine Folge
dieses Axioms ist, dass die Konvergenz von ) ¢; dquivalent da-
mit ist, dass fiir jedes ¢ > 0 die endliche Teilsumme

n
E ag| < &
k=m

ist fiir fast alle m, n > ny mit m < n. Dieser Sachverhalt wird als
Konvergenzkriterium von Cauchy bezeichnet. Die Konsequenz
ist, dass nun auch die Konvergenz von »_ a; folgt, denn es gilt
hiernach fiir die konvergente Reihe ) |ay| zunichst

n
D lal| <&
k=m

fiir fast alle m,n > nyp mit m < n. Somit ergibt sich nach der
Dreiecksungleichung

n
D a
k=m

fiir fast alle m,n > ny mit m < n, was nach dem Konvergenz-
kriterium von Cauchy die Konvergenz der Reihe Y a; nach sich
zieht.

n n

<Y ad =) lal| <e

k=m k=m

Ahnliche Uberlegungen fiihren auf eine Methode, die Divergenz
einer Reihe nachzuweisen:

Satz: Minorantenkriterium

o0
Es sei ) by eine divergente Reihe mit nichtnegativen
k=m
Summanden b; > 0. Ist (a,),>p eine Folge mit a, > b,
fiir fast alle n > p, so divergiert auch

[0
In dieser Situation wird die Reihe ) b; als divergente

k=m

o0
Minorante von Y a; bezeichnet.

k=m

Wie beim Majorantenkriterium schrinkt die Forderung, dass
die Minorante nur nichtnegative Summanden aufweist, die An-
wendbarkeit nicht ein. Sollten endlich viele Summanden von
> by negativ sein, so verkiirze man entsprechend diese Reihe,
wodurch sich die Divergenzeigenschaft nicht dndert.

Zu diesen beiden Kriterien diskutieren wir jeweils ein Beispiel.
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Beispiel

1.

Als Voriiberlegung betrachten wir zunichst die Reihe
et
—\k k+1

Diese Reihe ist konvergent, denn die n-te Partialsum-
me bildet eine Teleskopsumme:

_ (1 1+1 1+1 1+
- 2 2 3 3 4
o 1 1 o 1 1
n—1 n n n+1
1 n—oo
=1- —_—
n—+1
Also folgt
o0 o0
1 1 1
1= — =
Z(k k—l—l) Zk(k—f—l)
k=1 k=1
_i !
- 2
k:lk +k

Hieraus folgt nun die Konvergenz von

= 2
E — = (4.6)
2
o )
Wir betrachten nun die Reihe
=1
E 2 “.7)

Ist diese Reihe nun konvergent oder nicht? Wir zeigen
die Konvergenz mit dem Majorantenkriterium. Wegen

2> =n*+n*>n’+n firalle n>1
folgt
1 2 )
= E5— firalle n>1.
n n-—+n

Also ist die Reihe (4.6) eine konvergente Majorante
der Reihe (4.7). Es folgt damit deren Konvergenz. Dar-
iiber hinaus konnen wir ihren Grenzwert abschétzen:
= 2

— <

< =2
K2 K+ k

Mg

k=1
Der Grenzwert dieser Reihe lautet dabei exakt

| 2
2E=% "~

1.644934066 < 2.

k‘

2. Mithilfe des Minorantenkriteriums folgt die Diver-

genz von
— 1
> — 4.8)
k-1

da die (verkiirzte) harmonische Reihe

>

k=2

==

eine divergente Minorante von (4.8) darstellt, denn es
gilt
1
=2

1 fiir alle k > 2. D |

| —

Die Divergenz der Reihe (4.8) kann aber auch ohne Minoran-
tenkriterium gezeigt werden, denn es gilt

Ein weiteres Konvergenzkriterium fiir Reihen erhalten wir durch
den Vergleich des Verhiltnisses von Summand zu Vorgédnger-
summand einer Reihe.

Satz: Quotientenkriterium

o0
Es sei Y a; eine Reihe mit nichtverschwindenden Sum-
k=m

manden a; # 0. Falls es ein g € (0, 1) gibt mit

An+1

< g firfastalle n>m,

An

dann konvergieren
o0 o0
E | dag | und E Aag.
k=m k=m

Beweis Nach Voraussetzung gibt es ein g € (0, 1), sodass ab
einem hinreichend grof} gewéhlten Startindex ny > m gilt:

An+1 ..
2 < q firalle n> ny.

An

Damit gilt fiir alle n > ny

1>q> Gntl| _ |ant1]
an |ay|
und somit
lan1| < lalg fiir n > ne.



Wir haben damit folgenden GréBenvergleich:

|an0+1| = |ano|q

|ann+2| =< |ano+1|q = |ano|q2

lang+p| < langsp-1lg = ... < lanlg”, fir p=>1

bzw.

n—ngq

an| < |an,|q fir n>ny+1

Wir konnen daher die Betriige fast aller Summanden |a,| nach
oben abschitzen:

lan] < lan|qg"™ = rg" fiiralle n>ny+1

mit 7 = |a,,|¢g~" > 0. Nun ist zudem, da |¢| < 1,

iqu:riqkzr(iqk—l> :r(%—l)

k k=0

Il
~
Il

konvergent, aufgrund der Konvergenz und des Grenzwertes der
geometrischen Reihe. Wir haben also mit

o0
>t
k=1
eine konvergente Majorante. |

Beispiel

Wir wollen mithilfe des Quotientenkriteriums die Konver-
genz von

nachweisen. Wir stellen den Betragsquotienten auf:

n?+2n+1
2n?

_ (n+ 1)2-2"
T ontllp2

An+1

(27

Il
| —
/N

—

_|_

|
N——"

©

IA
/N

—

_|_
W =
N——"

©

Il
O | co

N

(A

(98]

Es gilt also fiir alle n > 3

a
n+1 <

an

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert somit die Rei-
he. |
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Die vorausgegangenen Sétze geben eine Aussage dariiber, unter
welchen Voraussetzungen die Reihen

[e¢] [e¢]
E |ak| und E Ay
k=m k=m
konvergieren. In dieser Situation ist von absoluter Konvergenz

die Rede.

Definition: Absolute Konvergenz von Reihen

Eine Reihe ) a; heiBt absolut konvergent, wenn —
(<))
3 -
> laid
k=m
konvergiert.
Die geometrische Reihe
o0
2
k=0

ist offensichtlich fiir alle |x| < 1 absolut konvergent.

Konvergiert eine Reihe absolut, so folgt auch ihre Konvergenz
im bisherigem Sinne, denn ist eine Reihe

o]
> lad
k=m

konvergent, so konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch

Die Umkehrung gilt jedoch nicht. So kann man zeigen, dass die
Reihe
= 1
PN
k=1

konvergiert, obwohl

> 1
(—1)k—‘ =
2l

als harmonische Reihe bestimmt divergent gegen oo ist. Durch
die in Abschn. 8.2 behandelte Taylor-Entwicklung kann gezeigt
werden, dass

o0
=00
k=

1
k
1

ind 1
Z(—l)"; = —In2 ~ —0.6931471805,
k=1

wobei In 2 den natiirlichen Logarithmus von 2 darstellt.
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Anwendung: Partialsummen in MATLAB

Wir konnen mithilfe von MATLAB sehr komfortabel Rei-
hengrenzwerte iiber ihre Partialsummen approximativ be-
stimmen. Hierzu definieren wir zunichst eine Liste, genauer
einen Vektor, mit den beteiligten Indizes. Anschlielend be-
rechnen wir die gewiinschten Summanden aus diesen Indizes
und summieren schlieBlich iiber alle Summanden. So konnen
wir beispielsweise die Partialsummen der Reihe

iiber die folgenden MATLAB-Kommandos fiir n = 10 be-
stimmen:

>> g=[1:1:10]

a =

>> S:l./a./\z

S =
1.0000 0.2500 0.1111 0.0625
0.0400 0.0278 0.0204
0.0156 0.0123 0.0100

>> gum(s)

ans =
1.5498

Das erste Kommando a=[1:1:10] erzeugt eine Indexliste
mit den ganzen Zahlen von 1 bis 10, die dem Variablennamen
a zugewiesen wird. Das zweite Kommando s=1./a.A2
weist jedem Index k aus der Liste den Kehrwert seines Qua-
drats zu, wobei die Werteliste den Bezeichner s erhilt. Die
Ausgabeliste besteht daher aus den Werten

1 11 1 1 1 1 1 1 1

127 227 327 427 527 627 727 827 927 102"
Die Punkte vor dem Divisionszeichen (. /) und dem Poten-
zierungszeichen (. A) bedeuten dabei, dass sich die Rechen-
operation k]—z auf jeden einzelnen Wert k aus der Indexliste a
bezieht. Mit dem Befehl sum (s) werden siamtliche Werte
aus der Liste s aufaddiert. Das Ergebnis ist die Ausga-

be 1.5496. Der exakte Reihengrenzwert ist %2. Wenn wir
nun diesen Ausgabewert mit 6 multiplizieren und daraus die
Quadratwurzel ziehen, erhalten wir mit sgrt (6+ans) den
Ausgabewert 3.0494, was vom Wert 7 noch deutlich ent-
fernt ist. Wir konnen die Approximation durch Erh6hung des
Oberindex n verbessern. Mit der Wahl von n = 1000 erhalten
wir iiber die folgende, etwas kiirzere Befehlssequenz

>> g=[1:1000];
>> gqgrt (6xsum(l./a.n2))

ans =
3.1406

bereits ein besseres Ergebnis. Das Semikolon nach dem ers-
ten Befehl dient zur Unterdriickung der Ausgabe der Indizes
von 1 bis 1000. Der Befehl sgrt (6xsum(1l./a.A2))
fasst die Summandengenerierung, die Summation und die
Berechnung der Quadratwurzel des Sechsfachen der Sum-
me zusammen. Die Ausgabe 3.1406 stimmt in den ersten
drei Stellen mit dem Wert von 7 iiberein. Offenbar kon-
vergiert die Reihe nur sehr langsam gegen ihren Grenzwert.
Eine Erhohung des Oberindex auf 20000 ergibt den Ausga-
bewert 3.1415, der in seinen hier angegebenen Stellen mit
den ersten fiinf Stellen von m iibereinstimmt. Wir konnen
das Ausgabeformat auf 15 Nachkommastellen erweitern, um
die Genauigkeit dieses Ndherungswertes besser beurteilen zu
konnen:

a=[1:20000];
>> b=sqgrt (6xsum(l./a.A2))

b =
3.1415

>> format long
>> b

b =
3.141544907937694

>> pi

ans =
3.141592653589793

>> pi-b

ans =
4.774565209952897e-05

>> 100* (pi-b) /pi
ans =

0.001519791308557

Der relative Fehler zur Nidherung von 7 mit dieser Reihe be-
trigt bei n = 20000 somit etwa 0.0015 %.




Anwendung: Die geometrische Reihe in MATLAB

Wir konnen MATLAB auch dazu verwenden, Partialsummen
und Grenzwerte unendlicher Reihen fiir nicht weiter festge-
legte Parameter allgemein zu bestimmen. Hierzu verwenden
wir die Symbolic Math Toolbox.

Fiir ¢ # 1 lautet die n-te Partialsumme der geometrischen
Reihe

n 0 l_qn-H
Zq 1=
k=0

P

Ist dagegen g = 1, folgt einfach

Xn:qk:i:l =n+1.
k=0 k=0

Fiir |g| < 1 konvergiert die geometrische Reihe, und es gilt
o0
1
D4 =1
k=0 q

Wir wollen nun mit MATLAB die achte Partialsumme und
den Grenzwert der geometrischen Reihe fiir g = % bestim-
men. Wir konnen dies wieder mithilfe des sum-Befehls auf
rein numerische Weise bewerkstelligen. Alternativ konnen
wir auch symbolisch rechnen. Hierzu deklarieren wir zu-
nichst den Summationsindex k als symbolische Variable und
bestimmen die symbolische Summe der Potenzen (%)" fiir
k=0,...,8:

>> gyms k
>> gymsum((1/3)7k,0,8)

ans =
9841/6561

Hierbei handelt es sich in der Tat um die achte Partialsumme
dieser Reihe, denn es gilt

28: DN _ 1= 1 _ 984l
3 -1 2 6561°

k=0

4.7 Konvergenzkriterien fur Reihen

Es ist aber auch moglich, zusitzlich ¢ und n jeweils als
symbolische Variable offenzulassen und uns somit die n-te
Partialsumme der geometrischen Reihe durch MATLAB aus-
geben zu lassen:

>> gyms k g n
>> gymsum(gArk,k,0,n)

ans =

n + 1,

o]
-
(0]
Q
(0]
=
-
0}
(0]

Q

Il
Il
=

g ~= 1, (gxg’n

Diese Antwort interpretieren wir als stiickweise (piecewise)
erklért durch:

Xn:qk— ntloa=t
—_— g"—1 1— n+
k=0 qg—l = lzq ’ q 7é L

SchlieBlich konnen wir auch den Reihengrenzwert durch
MATLAB symbolisch bestimmen lassen:

syms k g
>> gymsum(gAk,k, 0, inf)

ans =

Inf, abs(qg) < 1,

piecewise(l <= q, -1/ (a

- 1))
Dieses Ergebnis interpretieren wir nun als

qg=>1,
lq| < 1.

- o0
k _ E)
Z =) =L L
k=0 q-1 I=q’
Ist eine Variable mit syms einmal als symbolisch deklariert,
so muss sie nicht erneut auf diese Weise deklariert werden,
wenn sie durch weitere nachfolgende Befehle im symboli-
schem Sinne verwendet wird. Insofern wire beispielsweise
der Befehl syms k g vor dem letzten Aufruf von symsum
nicht notwendig gewesen.

Eine wichtige Eigenschaft absolut konvergenter Reihen ist, dass
ihre Konvergenz und ihr Grenzwert bei Umsortieren der Sum-
manden erhalten bleiben.

eine absolut konvergente Reihe und (o )x>, eine Folge,
die sich von der Summandenfolge (a;)i>;,, nur durch ei-
ne andere Reihenfolge der Folgenglieder unterscheidet,
so konvergiert auch die Reihe iiber diese umsortierten
Satz Summanden absolut, ohne dass sich der Grenzwert dabei

Ist dndert:
o0 o0
Sa=Ya
k=m k=m
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4 Folgen, Konvergenz und Reihen

Beweis Um dies nachzuweisen, beachten wir, dass es eine
Indexfolge (ny)x=m mit ng € {m,m + 1,...} gibt, sodass

1. eszujedemk’ € {m,m+1,...}eink € {m,m+1,...} gibt
mitn, = K/,

2. fiir zwei verschiedene k, / € {m,m+1, ...} auch die entspre-
chenden Werte der Indexfolge verschieden sind: n; # ny,

3. fiir die Summandenfolge der umsortierten Reihe o = ay,
fiir k > m gilt.

Die ersten beiden Eigenschaften besagen, dass es sich bei der
Folge (n;) um eine bijektive Abbildung auf der Menge {m, m +
1,...} handelt und diese Indizes einfach nur in eine andere
Reihenfolge bringt. Es sei nun ¢ > 0. Da aufgrund der vor-
ausgesetzten absoluten Konvergenz die Reihe

o]
>
k=m

konvergiert, konvergiert auch die fiir jeden Startindex p > m
spiter startende Reihe

o0
D lad
k=p

absolut, wobei sich der (positive) Grenzwert in der Regel ver-
mindert oder bereits 0 ist. Wir kénnen daher den Startindex p so
grof3 wihlen, dass

o0

1
Z larl < 5
k=p

gilt. Wir wihlen nun einen Mindestindex M € N so, dass
die Menge der Werte unserer Indexfolge {n,,, 11, ...,y } die
Elemente m,m + 1,...,p — 1 beinhaltet. Nun konnen wir die
Partialsummenfolge

J J
Slzg akZE Ay .]Zm
k=m k=m

der umsortierten Reihe fiir alle j > M gegen den Reihengrenz-
wert der Ausgangsreihe unter Zuhilfenahme der Dreiecksun-
gleichung abschitzen:

J 00

E ank — E Ay
k=m k=m

j p—1 p—1 00
Doan= ) @+ ) ja—)
k=m k=m k=m k=m

J p—1 p—1 00

E Qp— E Ak E ax — E Ak
k=m k=m k=m k=m

00
Si— § Ak
k=m

IA

+

o9 p—1 e
< E |ax| + E ai — E ay
k=p k=m k=m

N———

1 00
<2°¢ = a

k=p

X 1
<X lakl<z e
k=p
< é.

Somit gilt fiir die Partialsummenfolge fiir alle j > M
[o¢]
§= )
k=m
und daher ist (s});=,, konvergent mit
o0 o0
imy=Ya=3a
k=m k=m

Sie ist sogar absolut konvergent, da nach dieser Argumentation
auch jede Umsortierung der konvergenten Reihe

<e,

e}

>l

k=m

konvergiert. |

4.8 Die Exponentialreihe

Gegenstand dieses Abschnitts ist eine Reihe mit grundlegender
Bedeutung fiir die gesamte Analysis und weitreichenden Kon-
sequenzen fiir simtliche natur- und ingenieurwissenschaftliche
Disziplinen.

Definition: Reelle Exponentialreihe

Fiir jedes x € R konvergiert die Exponentialreihe

k

exp(x) := Z x_' 4.9)
k=0 "

absolut.

Es ist nicht uniiblich, die Klammern beim Einsetzen eines Ar-
guments x wegzulassen, sodass wir oftmals expx statt exp(x)
schreiben, wenn unmittelbar klar ist, dass ausschlieBlich x ein-
gesetzt wird. Die Exponentialreihe gehort zu den Potenzreihen,
die Gegenstand eines eigenen Abschnitts sind.

Der Nachweis der absoluten Konvergenz dieser Reihe ist ein
schones Beispiel fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums.
Es sei zu diesem Zweck x € R eine beliebige, zuvor festgelegte
reelle Zahl. Fiir alle n € Ny mit n > 2|x| gilt dann

any1| X
a, | |(n+D-x
_ 1
= e o<l
n+1 n  2lx 2



Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Exponentialrei-
he fiir alle x € R. Aus der Anwendung des Quotientenkriteriums
folgt zudem die Konvergenz von

>

k=0

X

k!

Die Exponentialreihe konvergiert daher fiir alle x € R absolut.
Wir sehen uns nun fiir einige Werte von x die Exponentialreihe
im Detail an. Es gilt fiirx = 0

& k 01 02
exp(0) = ng—: +—+§+ =1,

wobei wir uns daran erinnern, dass 0° = 1 ist. Fiirx = 1 ergibt
sich

o 1% 1! 12
exp(l):X;k—: A TRETRER

Diese beriihmte Zahl heif3t eulersche Zahl. Sie hat etwa folgen-
den Wert
e~ 2.718281828

und ist nicht rational: e ¢ Q. Es gilt zudem
1 n
m (141)
n—o00 n

e = lim

was mithilfe des binomischen Lehrsatzes und der Definition von
exp | gezeigt werden kann.

Satz: Cauchy-Produkt zweier Reihen

Es seien
o0 o0
Z Ay und Z bk
k=0 k=0

zwei absolut konvergente Reihen. Dann konvergiert auch
die Reihe

o0 n
Z Z b,—ray

n=0 k=0

o0 n
Z Z an—iby =

n=0 k=0

absolut. Diese Reihe wird als Cauchy-Produkt der beiden
Reihen bezeichnet. Der Grenzwert ist das Produkt der ein-
zelnen Reihengrenzwerte:

n=0 k=0

Mithilfe des Cauchy-Produkts kénnen wir eine zentrale Eigen-
schaft der Exponentialreihe nachweisen. Die sog. Funktional-
gleichung der Exponentialfunktion liefert eine Moglichkeit, die
Exponentialreihe einer Summe multiplikativ zu zerlegen:

4.8 Die Exponentialreihe

Satz: Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Fiir alle x, y € R gilt

exp(x +y) = (expx)(expy).

Beweis Wir wenden den Satz iiber das Cauchy-Produkt auf
die beiden Reihen exp x und exp y an. Es ist

o0 k o]
expx—Z Zak, expy:ZZ—':Zbk

k= 0 k=0 " k=0

mit entsprechend definierten Folgen a; und by:

Wir bilden nun die Summe

- y 1 n! ok
Y b=y = — Y
oA o A TR TR n -k
= = ————

n

=

1 (n) 1 .
—' (k)x” kyk = —'(x + y) .
nl = n!

Die letzte Umformung ergibt sich aus dem binomischen Lehr-
satz. Das Cauchy-Produkt der Reihen ) a; und ) by ergibt nun
hiermit

(expx)(expy) = (Z ak) (Z bk)
_ ZZ“" by = Z (x+y)

n=0 k=0
= exp(x + V). |

Wir konnen die Funktionalgleichung auch fiir Summen mit be-
liebig vielen Summanden formulieren. Es gilt

exp (2’1: le) = ﬁexp ay
k=1 k=1

fiir beliebige ay, ..., a, € R.

Aus der Funktionalgleichung ergeben sich insbesondere die fol-
genden Eigenschaften.

Satz: Elementare Eigenschaften der Exponentialfunk-
tion

Es gelten:

1. expx > O fiir alle x € R,

2. exp(—x) = fiir alle x € R,
X

3. expn =e¢"firallen € Z.
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4 Folgen, Konvergenz und Reihen

Beweis Wir zeigen zunichst die zweite Eigenschaft. Es gilt
aufgrund der Funktionalgleichung fiir beliebiges x € R

1 = exp0 = exp(x — x) = exp(x) - exp(—x).

Daher folgt

exp(—x) =

expx

und insbesondere expx # 0. Um noch die erste Eigenschaft zu

zeigen, dass sogar expx > O fiir alle x € R ist, betrachten wir
zwei Fille. Fiir x > 0 gilt

expx = H:1+ZHEI>O.
k=0 k=1
N———
>0

Den Fall x < 0 fiihren wir wegen —x > 0 auf diese Situation
zuriick. Aufgrund der zweiten Eigenschaft gilt

1
= > 0,
expx exp(—0)

denn, wie zuvor gezeigt, ist exp(—x) > 0, da —x > 0.

Die dritte Eigenschaft ist ebenfalls sehr einfach aus der Funktio-
nalgleichung und aus der zweiten Eigenschaft herzuleiten: Fiir
jedes n € N gilt zundchst

expn = exp (2”: 1) = ﬁexpl =e".
k=1 k=1

Den Fall negativer ganzzahliger Exponenten fiihren wir zuriick
auf die soeben gezeigte Situation. Fiir ganzzahliges n < 0 ist
—n > 0 und damit exp(—n) = e". Daher haben wir

1 1

=— =¢. ]
exp(—n) e ¢

expn =

Uns liegt mit der dritten Eigenschaft des letzten Satzes eine
Verbindung zwischen der Reihe expn und der Potenz e” mit
Exponenten n € Z vor. Dies erkldrt den Namen Exponenti-
alreihe. Wir werden nun diese Eigenschaft fiir beliebige reelle
Exponenten verallgemeinern. Ist x € R eine reelle Zahl, so
konnen wir x in die Summe des groften ganzzahligen Anteils
n = |x] € Z von x sowie des gebrochenen Anteils 4 € [0, 1)
zerlegen: x = |x| + h.

expx = exp(|x] + h)

= explx] - exp(h) = e exp(h) = ¢” E
k=0 "

Damit besteht die Moglichkeit, mithilfe der Reihe exp £ fiir i €
[0, 1) die Exponentialreihe fiir beliebiges x € R beliebig genau

zu approximieren, sofern eine gute Niherung fiir die eulersche
Zahl vorliegt.

Beispiel
Wir berechnen exp(3.14) nidherungsweise und nutzen da-
zu die vierte Partialsumme der Exponentialreihe fiir den

gebrochenen Anteil 0.14:

exp(3.14) = e® exp(0.14)

e 2 0.14¢
— K
_ (1 N 0.14 N 0.14? N 0.143 N 0.144)
1 2 6 24
_ e (1 N 0.14 N 0.0196+
1 2
0.002744  0.00038416
T Tt )

e - 1.15027334 ~ 23.10385764.

Im Vergleich mit dem entsprechenden Ergebnis eines mit
hochgenauer Gleitpunktarithmetik arbeitenden Rechners,

exp(3.14) ~ 23.1038668587221884820337,
ergibt dies eine relative Abweichung von ungefihr 4 -
107 %. Wertet man die Exponentialreihe fiir x = 3.14

selbst bis zur vierten Partialsumme aus, so erhilt man ei-
ne deutlich schlechtere Approximation:

= 18.28014534.

4
3.14%

exp(3.14) ~ Z '
0

k=

Hierbei muss allerdings beachtet werden, dass bei der
ersten Approximation ein hochgenaues Ergebnis fiir die
eulersche Zahl e investiert werden musste. <

Da e” = exp(n) fiir alle ganzzahligen n gilt, ist es naheliegend,
fiir alle reellen x die Potenz e* zu definieren, indem wir

e’ :=exp(x) firalle xeR

setzen. Wir werden daher ab jetzt beide Schreibweisen verwen-
den.

Fiir x < 0 ist die Approximation der Exponentialfunktion durch
die Partialsummen der Exponentialreihe in der Regel schlechter
als fiir positive Argumente. Wegen exp(x) = exp}—_x) konnen wir
auch fiir negative x von den besseren Konvergenzeigenschaften
der Exponentialreihe bei positiven Argumenten profitieren (vgl.
Aufgabe 4.10).



Die Sinus- und Kosinusreihe sind Bestandteile
einer komplexen Exponentialreihe

Auf der Exponentialreihe basieren die Sinus- und Kosinusreihe.

Definition: Sinus- und Kosinusreihe

Fiir alle x € R konvergieren die Sinus- und die Kosinus-
reihe absolut:

2k+1 3 5 7

; : _k — XX
Sm(x)'_z( Varm = snts 7"
(4.10)
x2k x2 x4 .X6
cost) 1= LN e = 1=y + g+
@.11)

Wir nennen sin(x) und cos(x) den Sinus bzw. den Kosinus
von x.

Wie bei der Exponentialfunktion ist es auch bei diesen Funktio-
nen oftmals iiblich, die Klammern um die Argumente wegzu-
lassen, wenn klar ist, was in die jeweilige Funktion eingesetzt
werden soll. So nutzen wir sin x fiir sin(x) und cos x fiir cos(x).

Die folgenden niitzlichen Eigenschaften folgen direkt aus der
Definition dieser Reihen.

Satz: Paritat des Sinus und des Kosinus

Fiir alle x € R gelten
sin(—x) = —sinux,

cos(—x) = cosx.

Funktionen, die es gestatten, ein Minuszeichen aus dem Argu-
ment nach vorn zu ziehen werden als ungerade bezeichnet.
Funktionen, die ein Minuszeichen im Argument ignorieren
heilen gerade. Der Sinus ist daher eine ungerade Funktion,
wihrend der Kosinus eine gerade Funktion darstellt. Die Pari-
tidt des Sinus und des Kosinus geht mit den Exponenten ihrer
Reihendarstellung einher. In der Sinusreihe treten nur ungerade
Exponenten auf, wihrend die Kosinusreihe ausschlieBlich liber
gerade Exponenten in den Summanden verfiigt.

Die Definition der Konvergenz reeller Folgen und Reihen kann
durch Verwendung des komplexen Betrags formal analog iiber-
tragen werden auf Folgen und Reihen in C. Im Hinblick auf
diese erweiterte Konvergenzdefinition kann gezeigt werden,
dass die Exponentialreihe auch fiir simtliche komplexe Argu-
mente konvergiert.

4.8 Die Exponentialreihe

Definition: Komplexe Exponentialreihe

Fiir jedes z € C konvergiert die komplexe Exponentialrei-

he
=
CEDI
k=0

absolut. Wie bei der reellen Exponentialreihe ist auch die
Schreibweise e* := exp(z) iiblich.

Auch fiir alle komplexen Argumente z;,z, € C gilt die Funk-
tionalgleichung

exp(z1 + z2) = (expz1)(expz2).

Die aus der Funktionalgleichung folgende Kehrwertregel bleibt
daher im Komplexen erhalten: Fiir alle z € C ist

1
expz

exp(—z) =

Im Gegensatz zur reellen Exponentialfunktion kdnnen auch
nichtreelle Grenzwerte der komplexen Exponentialreihe zustan-
de kommen. Die Regel exp x > 0 fiir alle x € R ist somit nicht
fiir komplexe Argumente aufrechtzuerhalten. Stattdessen gilt le-
diglichexp z # O fiir alle z € C. Es kann zudem gezeigt werden,
dass die komplexe Konjugation mit der Auswertung der Expo-
nentialreihe vertauschbar ist:

exp(z) = exp(2).

Insbesondere folgt hieraus exp (ix) = exp(—ix) fiir jedes x € R.
Die Funktionalgleichung lisst eine Aufspaltung von exp(z) fiir
allez=a+ib € C mita,b € R gemi

exp(z) = exp(a + ib)
=exp((a+1i-0)+ (0 +ib))
=exp(a +i-0)exp(0 + ib) = exp(a) exp(ib)

zu. Hierin erkennen wir die reelle Exponentialfunktion
exp(a) = eR*@ e R und den Faktor exp(ib) = exp(ilm(z)),
dessen Lage in der komplexen Ebene wir nun bestimmen wol-
len. Da der Betrag einer komplexen Zahl die Quadratwurzel aus
dem Produkt der Zahl mit ihrem konjugiert Komplexen ist, folgt
nun fiir jedes imagindre Argument ix mit x € R:

| exp(iv)| = y/exp (ix) exp (ix) = v/exp (ix) exp (—ix)
= Vexp (ix —ix) = /exp0 = 1.

Die Werte der imagindren Exponentialfunktion exp(ix) liegen
daher fiir alle recllen x-Werte auf dem Rand des Einheitskreises
E der komplexen Ebene C (Abb. 4.2).

Wir werfen nun einen genaueren Blick auf die Summanden der
imagindren Exponentialreihe und beachten dabei, dass die Po-
tenz i* fiir k € Ny nur die vier periodisch auftretenden Werte

113

Teil 1l




114

4 Folgen, Konvergenz und Reihen

i = 1,i! =1i,i® = —1 und i* = —i annimmt, denn es ist
it=P.i=-?=1,P=i"i=1iusw:

> (ix)*

e =3 G = 30
k! k!
k=0
x0 xl x2 x3 ,4x4 ,5x5
= +i' T P P i P

o 1! 2! 3! 41 5107

|
_|_

Durch Umsortieren der Summanden nach reellen und imagi-
niren Termen erhalten wir:

2 13
eXp(lx)_a_§+4_!+”+F_§+§
2k

Z(—>(2—k),+ Z(

=COosx

(2k+ 1!

=sinx

Wir konnen daher sowohl den Sinus als auch den Kosinus auf
folgende Weise mithilfe der komplexen Exponentialfunktion

cos x := Re(exp(ix))

sinx := Im(exp(ix)),

fiir alle x € R definieren.

Euler-Formel

Fiir jedes x € R gilt

exp(ix) = cosx + isinx.

Zudem kann gezeigt werden, dass dem Zahlenwert x die Lidnge
des Kreisbogensegments vom Punkt 1 € E bis zum Punkt z =
exp(ix) € E auf dem Einheitskreis E in der komplexen Ebene
entspricht (Abb. 4.2). Hierbei steht x > 0 fiir eine Orientierung

Abb. 4.2 Die Lage von exp(ix) auf dem Einheitskreis

des Bogensegments entgegen dem Uhrzeigersinn und x < O fiir
eine Orientierung mit dem Uhrzeigersinn. Auf diese Weise wird
die geometrische Interpretation des Sinus und des Kosinus klar.

In der Mathematik ist es iiblich, die Bogenlidnge x als ein
MaB fiir den Winkel ¢ := x zwischen positiv-reeller Achse
und der Verbindungslinie vom Nullpunkt und z zu verwenden.
Der Einheitskreis hat den Umfang 27. Dem Vollwinkel von
360° entspricht daher dieser Wert. Mithilfe des Einheitskrei-
ses konnen wir uns zudem klarmachen, dass die Sinuswerte die
Kosinuswerte reproduzieren, wenn man den Einheitskreis um
90° im Uhrzeigersinn dreht, sodass die Imaginédrachse horizon-
tal nach rechts zeigt.

Satz: Phasendifferenz zwischen Sinus und Kosinus
Es gilt
sin (go 4 z) = cos ¢
2

bzw.

sin(¢) = cos (go — %)

fiir alle Winkel ¢ € R.

Der Satz des Pythagoras liefert den folgenden niitzlichen Zu-
sammenhang:

(sinx)? + (cosx)? = 12 = 1.

Zur Vermeidung von Klammern ist es iiblich, die etwas verwir-
renden Schreibweisen

2

sin?x  fiir (sinx)? 2

bzw. cos’x fiir (cosx)?

zu verwenden.

In der ndchsten Anwendungsbox werden die Sinus- und Kosi-
nuswerte fiir vier spezielle Winkelsituationen elementargeome-
trisch bestimmt. Fiir einen Winkel von ¢ = 30° = % sind
gegeniiber der Situation bei 60° Real- und Imaginirteil ver-

tauscht, sodass gilt:

N =

sin30° = sin% = cos60° =

SES

c0s 30° = cos% = sin60° =

Alle ganzzahligen Vielfachen der in der Anwendungsbox be-
handelten Standardwinkel lassen sich auf die dargestellten Si-
tuationen zuriickfijhren So fiihrt beispielsweise ein Winkel von
120° = —7r zu einer komplexen Zahl, die gegeniiber der 60°-
Sltuatlon nur an der imaginiren Achse gespiegelt ist.

—

|

D=

I e e
—_



4.8 Die Exponentialreihe

Anwendung: Der Sinus und der Kosinus fiir Standardwinkel

. ¢ =0°

dh

Der Winkel betrigt in dieser Skizze 0°. Der Punkt z =
exp(i- 0) = 1 besitzt den Realteil 1 und den Imaginér-
teil 0. Daher ist cos(0) = 1 und sin(0) = 0. Diese Werte
ergeben sich auch durch das Einsetzen von x = 0 in die
Reihenentwicklungen (4.10) und (4.11).

2. p=45°=7%

1N

Wir erkennen, dass in dieser Situation die Werte fiir
den Sinus und den Kosinus aus Symmetriegriinden iiber-
einstimmen; es gilt also sing = cos¢. Der Satz von
Pythagoras ergibt daher 2 - cos> ¢ = 1, woraus sich un-
mittelbar

1 .
cos¢p = — =sin
2 NG 2
ergibt.
3. 9 =60°= %

Wir betrachten das Dreieck (s. unten) mit den Ecken 0, 1
und z = e, Dieses Dreieck hat drei gleich lange Seiten,
da die gleich langen Strecken 01, 0z einen Winkel von 60°
einschliefen. Aus Symmetriegriinden schneidet daher das
Lot vom Punkt z die reelle Achse im Punkt % was dem
Kosinuswert entspricht: cos ¢ = % Es folgt nach Pytha-
goras:

1 3
sing = /1 —cos2¢ = 1——:£.

4 2

4. 9=90°=1

In dieser Skizze ist z = i. Damit folgt

cosp = Re(ei%) = Re(i) =0,
sing = Im(e'?) = Im(i) = 1.

Die Sinusfunktion befindet sich nun in der Situation, in
der sich die Kosinusfunktion beim Winkel ¢ = 0 befun-
den hatte. Sie eilt also um die Phasendifferenz ¢ = %

2
dem Kosinus hinterher.
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Der Sinuswert dndert sich daher nicht; der Kosinuswert bleibt
betragsmifBig gleich und wechselt nur das Vorzeichen:

V3 2 b8 1
—_—, S .
2 3 3 2

.2 .o
sin — = sin — =

3 3
Auf diese Weise konnen wir fiir weitere Standardwinkel als
Vielfache dieser Winkel die Werteentwicklung des Sinus und
des Kosinus verfolgen. Da die komplexe Exponentialfunktion
el fiir alle x € R definiert ist, sind die Sinus- und Kosinus-
funktion ebenfalls auf ganz R definiert. Wenn nun x > 2x
gewdhlt wird, so ist mindestens ein ganzer Umlauf des Vollkrei-
ses vollzogen. Wir zerlegen nun eine Zahl x > 0 in eine Summe
bestehend aus dem Anteil n = | 5-| des groBtmoglichen ganz-
zahligen Vielfachen von 27 und einem Rest ¢ = x — 27rn. Die
n Umldufe verdndern die Werte der Sinus- und Kosinusfunktion
nicht, es kommt einzig auf den Rest ¢ € [0, 27r) an. Ahnliches
gilt, wenn der Umlaufsinn geédndert wird, indem x < 0 gewihlt

wird.

Satz: Periodizitat des Sinus und des Kosinus

Fiir alle x € R und alle k € Z gilt

sinx = sin(x + 27k), cosx = cos(x + 2mk).

Die Zahl 27 wird als Periode der komplexen Expo-
nentialfunktion exp(ix) bzw. des Sinus und des Kosinus
bezeichnet.

Der Tangens ist das Verhaltnis von Sinus zu
Kosinus

Der Kosinus verschwindet genau fiir x = 7 + kmr = 2k + 1) 7
mit k € Z. Das Verhiltnis zwischen Sinus und Kosinus definiert
die Tangensfunktion.

Definition: Tangens

Die fiirx € R, x ¢ {(2k+1)-7 | k € Z} definierte Funktion

sin x
tanx :=

COoS x

heifit Tangensfunktion oder kurz Tangens.

Die Nullstellen des Tangens sind die des Sinus. Auch fiir den
Tangens gibt es eine Periodizitit.

Folgerung (Periodizitat des Tangens)
Es gilt fiirallex € R, x ¢ {(2k+ 1) - 7 |k € Z} und alle k € Z

tanx = tan(x + k).

Der Tangens hat die Periode 7. <

Tangens fiir x = 7 nicht definiert

3 _

> To__
tan tanf =1

tant =0 tan0 =0

Sz __ I _
tan 2 =1 tan 7 = —1

Tangens fiir x = 37” nicht definiert

Abb. 4.3 Die Werteentwicklung des Tangens, dargestellt am Einheits-
kreis

Bei Funktionen mit standardisierter Abkiirzung wie exp, sin, cos
und tan ist es iiblich, die Klammern beim Einsetzen eines Argu-
ments x wegzulassen, wenn Unklarheiten ausgeschlossen sind.
Wir haben hiervon bereits mehrmals Gebrauch gemacht. So ist

expx = exp(x), sinx = sin(x),

cosx = cos(x), tanx = tan(x),

aber

expx +y =exp(x) +y, sinx+y=sin(x)+y,

cosx +y =cos(x) +y, tanx-4y = tan(x)+y.

Wir sollten daher die klammerfreie Schreibweise nur in eindeu-
tig interpretierbaren Fillen einsetzen.

Physikalischer Hintergrund

Die reelle Exponentialfunktion wird in den Ingenieur-
und Naturwissenschaften sehr oft zur Formulierung von
Wachstums- oder Zerfallsprozessen verwendet. Die Sinus-
und Kosinusfunktion finden ihre Anwendungen hiufig in
Schwingungsprozessen. In der Regel flief3t eine Zeitanga-
be ¢ in das Argument dieser Funktionen mit ein.

Diese Zeitangabe wird dabei durch eine anwendungsspe-
zifische Zeitkonstante 7 in derselben Zeiteinheit wie ¢
dividiert, sodass die Exponential-, die Sinus- oder die
Kosinusfunktion auf die jeweilige Anwendung adaptiert
wird. Entscheidend ist dabei, dass die Zeitkonstante die
Einheiten der Zeitangabe wieder herauskiirzt. So be-
schreibt etwa der Term

100exp (—%) mit T = 25 sec

einen exponentiellen Zerfallsprozess, bei dem nach r =
25 sec vom Anfangsbestand 100 einer Messgrofle noch

100
— ~36.8
e

100exp (—355) =



iibrig ist. In die Exponentialfunktion wird der Quotient
—t/T eingesetzt. Durch den Quotienten aus Zeitangabe
und Zeitkonstante ist dieser Quotient einheitenlos (ge-
legentlich ,,dimensionslos®). Ahnlich verhilt es sich bei
Schwingungsprozessen. Der Term
Agsin (27 4)  mit T = 0.02sec = 51—0 sec

beschreibt einen Schwingungsprozess, dessen Werte zwi-
schen —Ap und Ay sinusformig (harmonisch) pendeln.
Dabei wird die Sinusperiode 2w durch den Faktor % auf
die anwendungsspezifische Periode 7 = 0.02sec um-
skaliert. Alle 7 = 0.02sec kehrt derselbe Wert durch
den obigen Ausdruck wieder zuriick. Man bezeichnet den

Kehrwert v = % der anwendungsspezifischen Perioden-
dauer T als Fregenz. Der Ausdruck w = 27v = 27” heif3t
Kreisfrequenz. Auch bei Schwingungsprozessen ist dar-
auf zu achten, dass die Zeit ¢ nicht direkt, sondern durch
den Quotienten % als dimensionslose Grof3e in die Sinus-

bzw. Kosinusfunktion Eingang findet.

Das Vollstandigkeitsaxiom beschreibt eine
pragende Eigenschaft der reellen Zahlen

AbschlieBend wollen wir versuchen, die Menge der reellen
Zahlen anhand der Grenzwerte bestimmter Folgen zu charakte-
risieren. Wir haben die reellen Zahlen als Menge aller unendli-
chen Dezimalzahlen mit periodischem oder nicht-periodischem
Nachkommateil eingefiihrt. Dezimalzahlen, die im Nachkom-
mateil ab einer bestimmten Stelle periodisch sind, gehdren zu
den rationalen Zahlen. Beispielsweise ist
— 1243 10587
12.4310587 = 100 + 9999900 € Q.

Fiir irrationale Zahlen ergibt sich kein wiederholendes Mus-
ter ab einer bestimmten Nachkommastelle. Wir haben aber die
Moglichkeit, jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine
rationale Zahl zu nidhern. Dies kann beispielsweise dadurch ge-
schehen, indem wir den Nachkommateil einer irrationalen Zahl
ab einer bestimmten Stelle streichen. Eine Dezimalzahl x wird
auch als 10-adischer Bruch bezeichnet und ist nichts weiter als
eine unendliche Reihe:

o]
X = Zak -107*
k=0

mitayg € Zund a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Man kann beispielsweise zeigen, dass
V2 = 1.41421356237309. .. ¢ Q,

also keine rationale Zahl ist. Die Ziffernfolge (ay)s>1 der Nach-
kommastellen

(4,1,4,2,1,3,5,6,2,3,7,3,0,9,...)

4.8 Die Exponentialreihe

wird damit aus nicht periodisch wiederkehrenden Werten beste-
hen. Die Partialsummenfolge der Reihe

0o
Zak -107*
k=1

konvergiert jedoch gegen den Grenzwert +/2 — 1.

Sie ist damit eine konvergente Folge aus rationalen Zahlen,
die nicht gegen einen rationalen Grenzwert konvergiert. Wenn
wir versuchen wiirden, den Grenzwertbegrift nur in der Men-
ge der rationalen Zahlen zu definieren, so hitte dies bei diesem
Beispiel den Effekt, dass zwar die Folgenglieder der Partialsum-
menfolge immer weniger voneinander abweichen wiirden, sich
aber dennoch kein Grenzwert innerhalb von Q einstellen wiirde.

Folgen dieser Art gehoren zu den Cauchy-Folgen. Ihre charak-
teristische Eigenschaft ist, dass fiir genligend groen Mindestin-
dex die Folgenglieder beliebig wenig von einander abweichen.

Definition: Cauchy-Folge

Eine Folge (a,),>m reeller Zahlen heiflt Cauchy-Folge,
wenn es zu jdem ¢ > 0 ein ny € Ny gibt mit

la, —ay| < e firalle n,n > no,
wenn also der Abstand zwischen zwei beliebigen Folgen-

gliedern a, und a,, fiir alle n,n’ > ng beliebig klein wird,
solange ng hinreichend grof} gewihlt wird.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jede konvergente Folge ei-
ne Cauchy-Folge ist. Die Umkehrung jedoch miissen wir nun
axiomatisch fiir die reellen Zahlen fordern.

Vollstandigkeitsaxiom

Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert in R.

Im mathematischen Hintergrund 4.2 wird gezeigt, dass be-
schrinkte Teilmengen reeller Zahlen sowohl Infimum als auch
Supremum besitzen. Auf dieser Erkenntnis beruht nun das
folgende, niitzliche Konvergenzkriterium, das wir bereits ver-
wendet haben.

Satz: Konvergenz beschrankt-monotoner Folgen

Jede Folge in R, die beschriankt und monoton ist, konver-
giert gegen einen Grenzwert a € R.

Beweis Es sei zunichst (a,),>, eine monoton fallende, be-
schrinkte Folge. Da die Wertemenge D von (a,) beschrinkt und
nicht leer ist, gibt es es insbesondere ein Infimum von D, das
wir mit s bezeichnen wollen. Es ist fiir jedes ¢ > 0 der Wert
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4.2 Mathematischer Hintergrund: Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Das Vollstandigkeitsaxiom besagt im Prinzip, dass die re-
ellen Zahlen aufgefasst werden konnen als die Menge der
Grenzwerte aller Cauchy-Folgen. Auf dem Vollstiandigkeits-
axiom basiert der folgende, wichtige Erkenntnis.

Satz

Jede nichtleere nach unten (bzw. nach oben) beschrinkte
Teilmenge D C R besitzt ein Infimum, also eine grofite un-
tere Schranke (bzw. ein Supremum, also eine kleinste obere
Schranke).

Beweis Wir zeigen diesen Satz zunichst in der Version fiir
nach unten beschrinkte Mengen. Es sei also D C R eine
nichtleere, nach unten beschréinkte Teilmenge von R. Weil D
nicht leer ist, enthélt D eine reelle Zahl by. Da D nach un-
ten beschrankt ist, gibt es ein ¢y € R mit ay < d fiir alle
d € D. Das Intervall Iy = [ag, bg] enthilt daher mindestens
ein Element aus D. Nun verkleinern wir dieses Intervall der-
art, dass es weiterhin mindestens ein Element von D enthilt.
Dazu spalten wir I in zwei Hélften auf, indem wir es in der
Mitte teilen:

b0+a0
moy = ) .

Io = [ag, mo] U [mo, bo] mit

Mindestens eines dieser beiden Teilintervalle enthilt Ele-
mente aus D. Wenn es bereits das erste Intervall [ag, myg]
ist, dann betrachten wir dies als Intervall /,, ansonsten muss
das zweite Teilintervall Elemente aus D enthalten, sodass in
diesem Fall fiir /; das zweite Teilintervall ausgewé&hlt wird.
Mit I, verfahren wir genauso: Wir zerlegen es in zwei Half-
ten und wihlen als neues Intervall I, die untere Hilfe, wenn
sie Elemente von D enthilt, ansonsten sei I, die obere Half-
te. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge von Intervallen
Iy D1, DI, D ... die sich gegenseitig enthalten und deren
Intervalllingen sich bei jedem Ubergang I, — I, halbie-
ren.

Jedes Teilintervall I, = [a,, b,] besitzt eine Untergrenze a,
und eine Obergrenze b,,. Wenn es bei der Intervallauswahl
zur Bestimmung von /,,; aus [, zur Auswahl der unteren
Intervallhdlfte kommt, @ndert sich die Untergrenze nicht:
ay+1 = a, ansonsten ist die neue Untergrenze um die Hélfte
der Intervalllange 1, hoher als a,, sodass in dieser Situati-
on a,.| = a, + %(bn — a,) gilt. Entsprechend gilt fiir die
neue Intervallobergrenze b, = b, — %(b,, — a,), wenn die
untere Hilfte von [, fiir [, ausgewihlt wird, wihrend die
neue Obergrenze sich nicht dndert, also b, = b, gilt, bei
Auswahl der oberen Hilfte.

Daher konnen wir die Untergrenzen als monoton wachsende
Folge (a,)nenN, interpretieren, wihrend die Obergrenzenfol-
ge (by)nen, monoton fallend ist. Die Konstruktion dieser
Teilintervalle stellt sicher, dass jedes Folgenglied der Un-
tergrenzenfolge a, eine untere Schranke von D ist, wihrend
jedes Folgenglied der Obergrenzenfolge in D liegt: b, € D.

Zusitzlich erhalten wir durch [, = b, — a,, eine Intervallldn-
genfolge, fiir die aufgrund der fortlaufenden Halbierung gilt:
ln = 2Ln(b0 - aO)'

Sollte nun vom Index n > 1 bis zum Index n’ > n die Unter-
grenzenfolge sogar streng monoton wachsend sein, so gilt

ay = a, + %l,, + %ln-H + e+ %l,,/_l

n'—1
=a, + Z %lk

k=n

n'—1

=a,+ Y _ % 5(bo— ao)

k=n

=a, + Z 217(170 —a()).

k=n+1

Ansonsten ist die rechte Summe ein Maximalwert fiir a,,.
Entsprechend gilt fiir die Obergrenzenfolge (,),cn,, falls
sie vom Index n > 1 bis zum Index n' > n streng monoton
fallt:

1 1 1
bn’ = bn - jln - jln+l - jln’fl
n'—1
=b, — 11
— Un 7tk
k=n
n'—1
=ph — Lol
— Un 7" 2k( 0 aO)
k=n
n/
1
=by— Y F(bo—ao).
k=n+1

Ansonsten ist die rechte Summe ein Minimalwert fiir b,,.

Wir zeigen nun, dass beide Folgen Cauchy-Folgen sind. Es
sei daher ¢ > 0. Wir betrachten nun fiir n” > n den Unter-
schied zwischen den zwei Folgengliedern a,y und a,:

|an _an’| =dy —ay

/

n
§ 1
<a,+ 27(b0_a0)_an
k=n+1

=(o—a) Y %

k=n+1
~n-a (T 4-24)
k

k=1 =1
1— (l)n’+1 1— (l)n+1
= (bO _aO) 2 1 - 2 1
[ -1

1 1
:(bo—ao) (ﬁ—y) <€




fiir n’,n hinreichend groB. Ganz #hnlich konnen wir fiir
die Obergrenzenfolge argumentieren, indem wir den Unter-
schied zwischen den zwei Folgengliedern b,y und b, betrach-
ten,

|bn_bn’| :bn_bn’fbn_(bn_

> &by — ao))

k=n+1

= Y xbo—a) <e

k=n+1

und dabei b,y nach oben gegen Zz;n T 217 (bo—ap) und damit
gegen ¢ abschitzen.

Aufgrund des Vollstindigkeitsaxioms konvergieren beide
Folgen. Es seien nun

Aufgaben
die beiden Grenzwerte. Es ist dann
b—a = lim (b, —a,) = lim zl—n(bo —ap) =0.
n—oo n—00

Beide Grenzwerte sind daher gleich. Zudem gilt fiir alle
d € D aufgrund der Konstruktion der Intervalle /,, dass
a, < d fir alle n € Ny und daher auch a < d. Fiir je-
des ' > a gibt es aber ein d € D mit d < 4/, denn da
(bn)nenN, eine D-wertige Folge ist mit b, — b = a, gibt es
fiira’ > b = aeinny € Ny mit b, < d fiir alle n > ny. Jedes
dieser b, ist in D und liegt unterhalb von a’. Der gemeinsame
Grenzwert a = b beider Folgen ist daher das Infimum von
D.

Ist D nach oben beschrinkt, so ist —D := {—d |d € D} nach
unten beschrinkt und besitzt daher ein Infimum a. Dann ist
b := —a Supremum von D, denn es ist —d > a fiir jedes
—d € —D und daher d < —a = b fiir jedes d € D. Je-
des a’ > a ist keine untere Schranke von —D und daher ist

a= ,,“3;0 an, b= nli)nolo by b := —a' < —a = b keine obere Schranke mehr von D. W
s + ¢ kein Infimum mehr fiir D. Es gibt somit ein ny € Ny mit 4.3 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Folge

any < s+ &. Nun gilt fiir alle n > no aufgrund der fallenden
Monotonie von (a,) die Ungleichung a, < a,,. Insgesamt folgt
somit

a, < a,, <s+e firale n>no

bzw. -
s<a ..
la, —s| ="a,—s <e firalle n> ng.

Ist (a,,)n>m monoton wachsend, so besitzt nach dieser Argumen-
tation die monoton fallende Folge (—a,),>, einen Grenzwert
und damit auch (a,)n>m- [ |

So ist beispielsweise die Partialsummenfolge zur Darstellung ei-
ner reellen Zahl x als 10-adischer Bruch eine beschrinkte, im
Fall von x > 0 monoton wachsende und im Fall x < 0 monoton
fallende Folge.

Aufgaben

4.1 Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist.

4.2  Untersuchen Sie auf Konvergenz:
2
a) a, = Jﬁ ne Ny
b)a, = (=1)"f, n>0
2
c)a, = nnl[T"n_g, n>0
2
d)an:n—%, ne Ny
e) a, = %a,,fl, n>1, ag =1 (rekursiv definierte Folge)

f)a, = a1 +a,o, n>2, ay = 1,a; = 1 (Fibonacci-

Folge)

(¢")neN, in Abhingigkeit vom Wert von g € R.

4.4  Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

. n+1
a) nll)r& w(n+2) 41

s =4’ 4+ Tn—2n+8n°—14
b) lim = o

n—oQ

4.5  Ein Praxisbeispiel zur Anwendung der Beweisverfahrens
der volistindigen Induktion: Bei Parallelschaltung zweier elek-
trischer Widerstdnde R; und R, (R, R, # 0) ergibt sich der
Kehrwert des Gesamtwiderstands aus der Kehrwertsumme bei-
der Einzelwiderstidnde: % = RL. + Rlz.

a) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass dann fiir den
Kehrwert des Gesamtwiderstands R™ bei Parallelschaltung
von n > 2 Widerstinden R, # 0, (1 < k < n) eine entspre-
chende Formel gilt, d. h.

"1
Ry

1

R™
RS

b) Fiir den Gesamtwiderstand bei Parallelschaltung zweier elek-
trischer Widerstidnde R; und R, ergibt sich laut der Kehrwert-
formel:

RiR;

R= ——
R+ R,

,,Produkt durch Summe*.

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass bei Parallel-
schaltung von n > 2 Widerstinden R; # 0, (1 < k < n)
fiir die Berechnung des Gesamtwiderstands in Verallgemei-
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nerung folgende Formel gilt:

c¢) Zeigen Sie, dass fiir beliebige Widerstandswerte Ry, die einen
maximalen Schwellwert R, nicht iiberschreiten, also 0 <
Ri < Riax, k > 1, die Folge der Gesamtwiderstinde (R("))nzz
bei Parallelschaltung von n > 2 Widerstdnden Ry, (1 < k <
n) eine Nullfolge darstellt, d.h. lim R™ = 0. (Unendlich

n—oQ

viele Widerstidnde parallel geschaltet ergeben den Gesamtwi-
derstand 0.) Welcher Grenzwiderstand stellt sich ein, wenn
die Einzelwiderstinde gemil R, = k! bzw. R, = k steigen?
Gibt es hierfiir eine anschauliche Erkldrung?

4.6

a) Untersuchen Sie in Abhéngigkeit des Parameters ¢ € R das

(2]
Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe Y g~.
k=0
b) Zeigen Sie, dass die harmonische Reihe bestimmt gegen oo

o0
divergiert: > % = 00. Klammern Sie hierzu die Partialsum-

k=1
men der harmonischen Reihe auf folgende Weise:

ontl

1 (11
n = —:1 - - —
spe =) 7 +2+(3+4)+

k=1
T I
576 78

2p+]

1
+H X 2

k=241

Schitzen sie die Klammern in geeigneter Weise nach unten
ab, um so eine divergierende Minorante zu konstruieren.

4.7  Zeigen Sie mithilfe des Quotientenkriteriums die Kon-
vergenz folgender Reihen:

&
K
| =

o~
Il
o

=2
N
Mg
|
N»»—*
SN
=~

~
Il

o
¢
ol I3

o~
Il
o

2
¢
x|lx

~
I
=

o
¢
LS

3
Il

4.8  Fiir welche x € R konvergiert
o]
Z(Zx - =,
k=0

und wie lautet im Konvergenzfall der Grenzwert?

4.9  Warum konvergieren die folgenden Reihen, und wie lau-
ten ihre Grenzwerte?

CVE—p
Z

( 1)k 27T2k
) Z 22]‘(2/(

4.10 Berechnen Sie mit einer Tabellenkalkulation (TK) unter
ausschlieBlicher Benutzung der arithmetischen Rechenoperatio-
nen (+, —, X, /, Potenzieren, Klammerung) die fiinfte Ndherung
der Exponentialfunktion exp(x) fiir folgende Werte von x und
vergleichen Sie die Ergebnisse jeweils mit den Werten der ein-
gebauten Exponentialfunktion Thres Taschenrechners bzw. der
Tabellenkalkulation, indem Sie den absoluten und relativen Feh-
ler berechnen (s. Tab.).

X Niherung | exp(x) | absoluter relativer
von exp(x) | (TK) Fehler Fehler in %
Sk
5, 5, -3
Du = > % | 100 | —58
k=0 k=0
-3.0
-2.5
6.0

Wie konnte man sich die im Vergleich zu den Fehlern fiir x <
0 geringere Fehlerentwicklung bei positiven x-Werten auch fiir
verbesserte Nidherungen fiir negative x-Werte zunutze machen?

4.11 Gegeben sei die folgende Konstruktion:

Berechnen Sie bei bekannten Winkeln « und 8 und gegebener
Strecke B die Léngen L, L, sowie die Hohe /. Nutzen Sie hierzu
die trigonometrischen Funktionen.
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4.12 Vergleichen Sie mithilfe einer Tabellenkalkulation (TK) N ) ) () | sin(x) gem. TK
die Reihenndherungen py fiir die Funktion s Pl P2 P gem.
2 N . 2k —-1.0
1 1 .
sin(x) = Z( e kg( G =W :
6.0

Notieren Sie hierzu die Ergebnisse in einer Wertetabelle folgen-
der Art: Wie konnen fiir groBe |x| die Reihennidherungen mit moglichst
wenig Aufwand verbessert werden?
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